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interessiert, einzufiihren. — Diese Liicke will vorliegende 
Sammlung ausfiillen. Sie setzt sich zum Ziel, dem Inge- 
nieur Schriften zu bieten, welche auf etwa 100 Seiten 
fiir ein eng begrenztes Gebiet die mathematischen 
“Methoden einfach und leichtfaBlich ableiten und deren 
Verwendbarkeit in den einzelnen Teilen von Physik 
und Technik aufdecken. Dabei kann Vollstindigkeit 
der Beweisftihrung, die vom Standpunkte wissenschaft- 
‘licher Strenge erstrebenswert wire, hier nicht erwartet 
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tigkeit sind, nicht zu Gunsten wissenschaft- 
licher Strenge zuriicktreten zu lassen. Die Dar- 
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daB jede ein abgeschlossenes Ganzes fiir sich bildet. 
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Vorwort. 


Eine selbstaindige Schrift in deutscher Sprache zum ersten 
Studium der Besselschen Funktionen ist nicht vorhanden. Das 
friiher viel benutzte Werk von Lommel ist vergriffen; das Buch 
von Graf und Gubler ist als Anfangsstudium fiir Studierende 
kaum, fiir Ingenieure und Techniker gar nicht geeignet, und das 
Handbuch von Nielsen ist nicht sowohl zum Studium berechnet 
als vielmehr ein Nachschlagewerk, in dem ziemlich alle bisher be- 
kannten Sitze, Formeln usw. tiber Besselsche Funktionen zu- 
sammengestellt sind. Vortrefflich ist die Hinftihrung, die H. Weber 
in diese Funktionen gibt; da sie aber nur einen Abschnitt seiner 
Bearbeitung der Riemannschen partiellen Differentialgleichungen 
bildet, so ist sie naturgemiB etwas knapp gehalten und beschrankt 
sich im wesentlichen auf ganzzahlige Parameter, ja eigentlich nur 
auf die Funktionen nullter und erster Ordnung. 

Mit diesem kleinen Buche glaube ich daher keine tiberfliissige 
Ver6ffentlichung zu machen und hoffe, daB es fiir die Kreise, an 
die sich diese Sammlung von Schriften wendet, von einigem Nutzen 
sein wird. 

Zu besonderem Danke bin ich Herrn Ingenieur F. Emde 
verpflichtet fiir die groBe Miihe, die er sich durch das Lesen der 
Korrektur gemacht hat, und fiir manche Bemerkungen, die be- 
sonders in Hinblick auf Leser aus den Kreisen der Technik mir 
von groBem Werte waren. 


Berlin, im Juli 1908. P. Schafheitlin. 
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Hinleitung. 


Zu den Funktionen, die in den letzten fiinfzig Jahren in 
immer steigendem Mae das Interesse der Mathematiker und der 
Physiker erweckt haben, gehdren die Besselschen Funktionen, 
die von manchen Autoren auch Zylinderfunktionen genannt werden. 

Auf spezielle Falle dieser Funktionen, niimlich diejenigen, 
die jetzt als Besselsche Funktionen von der Ordnung Null und 
Eins bezeichnet werden, wurde zuerst wohl Daniel Bernoulli‘) 
im Jahre 1732 gefiihrt, und zwar bei der Behandlung des Problems 
der Schwingungen einer homogenen Kette, die am oberen Ende 
befestigt ist und mit dem unteren Ende um die Gleichgewichts- 
lage schwingt. Bei derselben Aufgabe stie8 auch Euler?) im 
Jahre 1781 auf diese Funktionen. 

Bei dem Problem der Wirmeleitung in einem festen Zylinder 
gelangten Fourier®) und Poisson‘) ebenfalls zu der Bessel- 
schen Funktion der nullten Ordnung. 

Von einer neuen Funktionsgruppe und einer Theorie derselben 
kann aber erst gesprochen werden, seitdem Bessel?) in seiner 
wichtigen Abhandlung: ,,Untersuchungen tiber den Teil der plane- 
tarischen Stérungen, welcher aus der Bewegung der Sonne ent- 
steht“ eine allgemeine Funktion definiert hatte, die nicht wie jene 
speziellen Falle im wesentlichen nur von einer, sondern von zwei: 
Variabeln abhingig ist, die man jetzt als Argument und Parameter 
unterscheidet. Bessel gab in jener Arbeit eine Integraldarstellung 
und die Entwicklung der Funktionen nach Potenzen des Argu- 
ments und stellte die Differentialgleichung auf, der die Funktionen 


1) Theoremata de oscillationibus corporum filo flexili connexo- 
rum et catenae verticaliter suspensae. Commentarii Academiae Petro- 
politanae, Bd. 6, pag. 108—129. 1732—383 (1738). 

2) De oscillationibus minimis funis libere suspensi. Acta Aca- 
demiae Petrop., pag. 157—177. 1781. 

8) Théorie analytique de la chaleur. Paris 1822. (Deutsch von 
Weinstein, Berlin 1884). 

4) Sur la distribution de la chaleur dans les corps solides. Journ. 
de l’Keole ‘Polytechnique, cah. 19, pag. 249—403. 1823. 

5) Abhandlungen der Berliner Akademie ftir 1824, 8. 1—52. (1826). 
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gentigen. Ferner fand er die Relationen, die zwischen den Funk- 
tionen mit verschiedenen. Parametern existieren, und so ist es 
wohl berechtigt, jene Funktionen mit seinem Namen zu belegen, 
wie dies zuerst von Schlémilch*) im Jabre 1857 und kurz 
darauf von Lipschitz*) geschehen ist. 
Die erste selbstiindige Schrift tber diese Funktion riihrt von 
Carl Neumann?) aus dem Jahre 1867 her; im Jahre darauf 
folgte eine viel benutzte Monographie von Lommel*). Von diesem 
Zeitpunkt an schwillt die Literatur tiber die Besselschen Funk- 
tionen gewaltig an; wihrend C. Neumann in seiner Schrift neun 
Abhandlungen tiber sie angibt, nimmt das Literaturverzeichnis in 
der jiingsten Monographie vor Nielsen®) 15 Seiten in GroBoktav 
ein! Als selbstindige Schriften sind noch zu erwihnen die rein 
theoretische von Graf und Gubler®) und die von Gray und 
Mathews‘), welche hauptsichlich die Anwendungen in der mathe- 
matischen Physik hervorkehrt. Auch nur einen Teil der Abhand- 
lungen, die in den letzten vierzig Jahren erschienen sind und unsere 
Funktionen behandeln, hier auzugeben, ist ganz unméglich; es mag 
in dieser Beziehung auf das Werk von Nielsen noch einmal auf- 
merksam gemacht werden, das sehr eingehende und sorgfiltige 
Literaturnachweise enthilt. ) 

Auf den Mathematiker werden die Besselschen Funktionen 
ihrer zahlreichen interessanten Eigenschaften und Beziehungen 
zu anderen Funktionen wegen stets eine groBe Anziehungskraft 
austiben, aber auch fiir den Techuiker gewinnen sie immer mehr 
an Bedeutung. Zu den schon oben erwihnten Anwendungen haben 
sich in den letzten Jahren noch zahlreiche andere gesellt; bei der 
Beugung des Lichtes und der Schwingung von Membranen spielen 
sie eine Rolle, in der Hydrodynamik, bei der Fortpflanzung elek- 


1) Uber die Besselsche Funktion. Zeitschrift fiir Math. u. Phys., 
Bd. 2, S.187—165. 1857. 

2) Uber die Besselsche Transzendente J. Journal fiir die reine 
u. angew. Math., Bd. 56, S. 189—196. 1859. 
8) Theorie der Besselschen Funktionen. Ein Analogon zur Theorie 
der Kugelfunktionen. Leipzig 1867. Teubner. 

4) Studien tiber die Besselschen Funktionen. Leipzig 1868. Teubner. 

5) Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen. Leipzig 1904. 
Teubner. 

6) Einleitung in die Theorie der Besselschen Funktionen, 2 Hefte. 
Bern 1898, 1900. Wyss. 

7) A treatise on Bessel functions and their applications to physics. 
London 1895. Macmillan & Co. 
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trischer Wellen langs Drahten und bei der drahtlosen Telegraphie 
hat man sich ihrer bedient. 

So diirfte es wohl den Zielen entsprechen, die diese Sammlung 
von mathematisch-physikalischen Schriften sich gesteckt hat, daB 
die Theorie dieser Funktionen hier den Ingenieuren und Studie- 
renden zuginglich gemacht wird. 


I. Abschnitt. 


Die Besselschen Funktionen erster Art. 


1. Hilfsformeln. Aufer den Hauptregeln der Differential- und 
Integralrechnung muff man beim Studium der Besselschen Funk- 
tionen eine Reihe von Beziehungen kennen, die in Zusammenbang 
stehen mit der sogenannten hypergeometrischen Reihe. In dieser 
Nummer sollen diese Formeln daher mitgeteilt werden; die Be- 
weise findet man in dem Hauptwerk iiber diese Funktionen von 
C. F. Gau8: Disquisitiones generales circa seriem infinitam ete. 
Werke, herausgeg. von der kgl. Gesellsch. d. Wiss. zu Géttingen, 
Bd. 3; diese Abhandlung ist auch ins Deutsche iibersetzt worden 
von Heinr. Simon: Allgemeine Untersuchungen iiber die unend- 
liche Reihe usw. Berlin 1888, Springer. 

Es mége noch ausdriicklich bemerkt werden, daB die in dieser 
Nummer gegebene Zusammenstellung von Formeln beim 
Studium zunichst tibergangen werden kann. 


oe «(a+ 1) B( 1 
(1) Fle, By, Deets 1 Fa + ee ‘at 


e(a+1)(@+2)BG+16+2) 3) | 
ee aes OG ne 
heiBt die hypergeometrische Reihe; die GréBen a, 6, y, x 
heiBen ihr erstes, zweites, drittes und viertes Element, oder es 
werden a, 6, y als die Parameter, « als Argument bezeichnet. 
Die Reihe ist konvergent fiir alle komplexen oder reellen Werte 
von a, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist; wenn eines der 
beiden ersten Elemente eine negative ganze Zahl — n ist, so ist 
F eine ganze Funktion mten Grades des Arguments. Hs ist: 


(2) F(a, B, 7,0) = F(8, ayy, a), 
1 
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(3) Peirce B+1,y+1, 2). 


Fir einige besondere Werte ‘der Elemente ergeben sich die 
Gleichungen: 


(4) (1—«)"=F(—v, 6,8, 2x), (8 beliebig). 
(5) log(1+2)=eF(1,1,2,—2), 


wo hier wie im folgenden stets unter log der natitrliche Loga- 
rithmus verstanden wird. 


(6) arc sinew =x F(4, 4, 3, 2"), 
(7) aretge—aF (hy 1, $, —2%), 
1 — 3 
(8) nem ee. =, > sin? a), 
‘ 1 R 
(9) cosve =F (5 ,— =) th sin? 2). 


Die Funktion # ist eine Liésung der Differentialgleichung: 
dy 4 
(10) u(e—1)9% 4 {(« + B+ 1)a—y}o° + «By =0. 


Wenn zwischen den Parametern, die hier stets reell ange- 
nommen werden, die Beziehung besteht, dah 7 — & — 8 & Oust, 
so bleibt F aan Hue fe — honeer gent. Um in diesem Falle aes 
Grenzwert von F' angeben zu kénnen, hat Gau8B eine Funktion 
IT(z) durch folgende SGletehaae aly 


om ate el eee 
(11) H(z) = lim |, re mee romLrin we)” 


Pir diese Funktion gelten folgende Formeln: 

(12) IT(z) = zII(z — 1); TT (O)e== 1 
Bedeutet demnach » eine positive ganze Zahl, so ist: 
(13) (e+ n)=(e+n)(e+n—1)-- -(¢+1) HH) 
und fir 2=0: 

(13a) II(n) =n! 


Fiir reelle Werte von ¢ gréBer als — 1 ist Iz positiv und 


Die hypergeometrische Reihe. 5 


endlich; fiir alle negativen ganzzahligen Werte ist Iz unendlich 
groB; zwischen ¢ = — 1 und — 2 ist I[z negativ, zwischen z = — 2 
und — 3 eee usw. Ftir negative ganzzahlige Werte von ¢ hat 


demnach We den Wert Null, d.h. es ist: 
1 


Es bestehen ferner die Gleichungen: 


(14) W(—4)=V=; (4) = $x. 


(15) Ba 
(16) BS ON ic 

nz - eee ake evans sole 22 / n— 
Pec re Yo 


Speziell fiir m = 2: 


2° 11e11(e——) 


(18) 122 a =Vx 


Ferner setzt GauB: 


dlog Iz _ II'(z) 


(19) P (2) - dz ae Tet 
Diese Funktion geniigt der Gleichung: 
(20) Be+1)= ORs 


Fiir ganzzahlige Werte » von z ist daher: 
1 1 1 
(21) Ones O) lide cry re ne 


worin (0) = — C= — 0,577 215665 ist; CheiBt die Eulersche 
Konstante. Es ist: 
(22) B(—z) — (e—-1) = wcote wz. 


Fir negative ganzzahlige Werte von z ist #(z) unendlich 
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groB; in diesem Falle erscheint wa in der Form ~ —, deren Wert 
sich tears: bestimmen 148t. Hs ist nach aa und (20): 


f 
w, Pet) ae @+{Pe+1— il 
iz We+1) ; 
7 Me + 1) 
eee tesa ee 
_EFDE+D| BE pac ay 
sii Te + 2) 
@+1(e+2)-- (etm | PE Biya Lie 4 
ph ‘“ Ms a zetn—1 ae 
is T(z») 
Setzt man hierin z= —», so liefern wegen des Faktors ¢ +” 
alle Glieder des Zahlers den Wert Null mit Ausnahme yon Bore 


ze+n 


und man erhilt: 
; P (— n) n 
(23) cn) =— (—n+1)(—n+2)---(—1)=(—1)"H(m—1). 
Mit Hilfe der Funktion J 1a8t sich der Wert von F(a, 8, y, 1) 
angeben, falls er endlich ist; naimlich: 


W(y —1) U1 (y—a —B—1 
@4) Fh) gaa GPa) 


diese Formel gilt also, falls y—a—f6>0 ist oder falls a oder 8 
eine negative ganze Zahl ist. Ferner liBt sich die Erklirungs- 
gleichung von fF" schreiben: 


ie, NG) Se eee 
28) Mety2) = Tei Gai gat — a 


Durch Differentiation nach Aes 


OF(oByx) UW y—}) py 
(26) Oy TI(«—1) (B11) ee 17) I (y +-4—1) 


sf ey ye 
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Aus (24) und (26) folgt die Gleichung: 


1 TI (c-++-4—1) (6 4+4—1) B(y +1—1) 
I (@—1) (81) TAT (y +4—1) 
@7) Hi(y—e—B—1) 


ie a fora feret 9 a Oa ret 


Sey eee 
unter denselben Bedingungen, die fir (24) gelten. 
Das Eulersche Integral zweiter Gattung oder die Gamma- 
funktion I'(z) laBt sich ebenfalls durch II(z) ausdriicken; es ist: 


x 


(28) T(z) = feta tde = II(z—1). 
b 


~ I(y—e—1) W(y—f—1) 


Fir das Eulersche Integral erster Gattung ergibt sich: 
; 1 Te 
: ‘ 1 la ‘ 
(29) for —2) de = at (1+2)-!(1—2)-'dz 
0 =1 


send 4) Hs — 3 
~  T(r+s—1) 


2. Die Besselsche Differentialgleichung. Die Gleichung’): 


( gt TY + 4 (2 —2%)y=0 
wird die Besselsche Differentialgleichung genannt; es soll x eine 
reelle oder komplexe Variable, v eine beliebige reelle Zahl sein. 
Versucht man diese Gleichung durch ganze oder gebrochene 
Funktionen oder durch die elementaren Transzendenten zu lésen, so 
wird man sich bald von der Fruchtlosigkeit eines solchen Versuchs 
iiberzeugen. Abgesehen von einem ganz speziellen Falle, der noch 
‘spiter besprochen werden wird, lassen sich die durch (1) definierten 
Funktionen y nicht auf schon bekannte Funktionen zuriickfiihren. 
Um die Eigenschaften dieser Funktionen kennen zu lernen, 
wird man zunachst versuchen, y durch eine Potenzreihe von 27, 
d. h. durch eine nach steigenden ganzen Potenzen von 2 fort- 
schreitende Reihe darzustellen. Es sei: 


1) Die durch starkeren Druck der Nummern hervorgehobenen, beson- 
ders wichtigen Formeln sind im Anhang noch einmal zusammengestellt. 
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co 
y= 30,2", 
A=0 


worin a, von x unabhiingige GréBen bedeuten. Durch Differen- 
tiation folgt: 


fo <) 
y = Sia, a-* 
A4=0 


y= S.a—1)a,a*-*. 
1=0 
’ Setzt man diese Werte in (1) ein, so ergibt sich: 
Sh AA — 1) +4 — rv? Ja, 24 oh get 2 Oe 
aS 


2=0 


oder wenn man A durch A — 2 in der letzten Summe ersetzt: 


PACs — v®\ a,x + 2 a;_92 == 0; 
oder 
Sw — v*)a, + a,_,]a* + (1 — v*)a,a — v?a, = 0. 
i} 


Da diese Gleichung fiir alle Werte von x gelten soll, so mu8 
der Koeffizient jeder Potenz von x in dieser Gleichung gleich Null 


sein, d. h. es ist: 
(va =0, (1—v*)a, =0, 
2) | (4? — v*)a, + a5 = 0 (2=2,8...). 


Daher ist entweder v = 0 oder dy) = 0. Ist die erste Alternative 
erfiillt, so zeigt die zweite Gleichung, daB alsdann a, = 0 ist. 
Die folgenden Gleichungen lauten dann: 


a, + ay.5 = 0 (1=2,8...). 


Setzt man hierin A= 3, so erkennt man, da8 sich fiir a, der Wert 
Null ergibt; daraus folgt dann fiir 45, daB ebenfalls a, Null 
ist. So ietabcon’ iiberzeugt man sich leicht, daB alle Koeffi- 
zienten a@ mit Be Index Null werden. Setzt man dagegen 


32 ; fy A= 4 folgt ay= se 


: ty 
A= 2, so folgt ag=— ase + Sais 
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fir 1=6 folgt a,=— os = — sr! og2 (USW. Man iibersieht 
leicht, nach welchem Gesetze die Koeffizienten zu bilden sind und 


erhilt fiir v= 0 als eine Lisung der Gleichung (1): 


(e1ta® 
ew 808 a “924.4141 


Wenn aber v nicht Null ist, so muB a, gleich Null gesetzt 
werden; es folgt dann aus der zweiten Gleichung unter (2), daB 
entweder v1 oder a, = 0 ist. Unter Annahme der ersten Alter- 
native folgt hier aus aj=O ihnlich wie vorhin, da simtliche 
Koeffizienten a mit geradem Index verschwinden, und aus den 
Gleichungen: 


je 1)a, 4 Q)_» Care O 


oder 
G9 
LE SUT Ea 
ergibt sich: 
Phil Oye Beh mat ay : ee Sys eum i 
Smee a. 203 tery 32 em D.4AN6 A6-Se 


Auch hier erkennt man leicht, nach welchem Gesetze die Koeffi- 
azienten gebildet sind, und man erhalt ftir »=1 als eine Lisung 


von (1): 
y=2 a > oe (gy: 


Wenn aber v weder Null noch 1 ist, so sind sowohl ay wie a, 
gleich Null; versteht man unter 7 eine positive ganze Zahl und 
ist y=, so erkennt man leicht, da8 alsdann alle Koeffizienten a, 
deren Index kleiner als » ist, verschwinden; daB a, unbestimmt 
bleibt, @, 41, 4,43 und alle tibrigen Koeffizienten, deren Index um 
eine Eee eade Zahl gréBer als m ist, wieder vorschwindens dak 
dagegen alle diejenigen, deren Index um eine gerade Zahl grater 
als ist, durch a, vollig bestimmt sind; es wird: 


On See ae 
Nee Gy lain (22)? 
a a, 
a x gee 2 = + —— 2 ______— sw, 


aa (n + 4)?—2n? 2-4(2n-+ 2) (Qn4 4) 
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Die Lésung wird in diesem Falle lauten: 


iP = (— 1) v 24 
eet # Siem ( ) 
is ete coe 
= 2-0, > ata (e 
0 


Man sieht sofort, daB die beiden vorigen Spezialfille in dieser 
Gleichung mit enthalten sind. 

Wenn aber v keine ganze Zahl ist, so miissen alle Koeffi- 
zienten a, verschwinden, damit (2) bestehen kann, d. h. auBer der 
trivialen Losung y =O gibt es keine durch eine Potenzreihe dar- - 
stellbare Lésung von (1). Die Form der Lésung unter (3) fiihrt 
aber zu der Vermutung, daB eine Lisung sich darbieten kénnte 
in der Form eines Produktes von x” mit einer Potenzreihe, d. h. 


in der Form: 
yao Sha! = Soe 


Dasselbe Verfahren wie oben fiihrt hier zu dem Ergebnis, daB die 
Koeffizienten b, zu bestimmen sind durch das Gleichungssystem: 
(4) (2 y+ 1)b, = 0 
Man sieht hieraus, daB 6, und daher alle Koeffizienten b mit 
ungeradem Index verschwinden, fiir die tibrigen ergibt sich: 
an Die Pee al : 
ea 2(2y 4 2)? Caras 2-4-(2y+2)(2y+4)? 


Das Gesetz, nach dem die Koeffizienten fortschreiten, ist leicht 
zu erkennen, und man erhilt: 


2 Saet eae Ca ae 


Mit Benutzung der Funktion IZ 1a8t sich das im Nenner von 
(5) auftretende Produkt einfacher schreiben. Es ist nach 1. (13): 


(+1) @+2)---@ +i) = SEES 


(3) 


usw. 


Hiermit geht (5) liber in: 


Reihenentwicklung. a 11 


6) y= 2 TI(v)b, ye 1! samoaa (F) 


Die durch (6) gegebene Funktion ist eine Lésung der allge- 
meinen Besselschen Differentialgleichung. Da die rechte Seite 
von (1) Null ist, so erkennt man leicht, da8 aus jeder Lisung y 
eine neue Lisung entsteht, wenn man y mit einer beliebigen, von 
x unabhingigen Zahl multipliziert. Aus diesem Grunde ist auch: 


: — (—1) Ny bod 
ye 
a a) HA +7) |) 


a” Le aw 


Tp (4 A >. Qype) 2-4. (27 +2) (204-4) 

eine Lisung von (1); die hierdurch erklirte Funktion J, (x) heiBt 
die Besselsche Funktion vter Ordnung von 2; es wird x das. 
Argument und vy der Parameter oder Index der Funktion ge- 
nannt. In vielen Schriften wird der Parameter oben an das Funk- 
tionszeichen gesetzt: J”’(x), doch ist hier die Stellung unten ge- 
wahlt, um den oberen Platz fiir Potenzerhebungen und fiir die Ab- 
leitungszeichen zur Verfiigung zu haben. Die Ableitung nach dem 
Argument ae soll nimlich gewohnlich durch J,’(x), die zweite 
durch J,” (x) usw. bezeichnet werden; eine etwaige Differentiation 


nach dem Parameter wird dagegen stets in der Bruchform — 


geschrieben werden. 
Als Spezialfiille von (7) ergeben sich: 


a? Oe we? 
en ge eae os is ic 91n eb ole 


x a? ag x ) 
(7b) J,(@) =F 1 Sos Cover ete ee 


Die Erklarungsgleichung laBt sich auch schreiben: 


ST 2 
(8) JZ V2) = Va": > mae +H 


und im speziellen: 


x ie a? 


(8a) * S(2¥2)=1—Fa tarsi arait 
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x a? aC 


(8b), GV") =Ve 1 Treat aret star 


Durch die bisherigen Untersuchungen ist nur gezeigt worden, 
daB die durch (7) erklarte Funktion formal der Besselschen 
Differentialgleichung geniigt; es ist nun aber noch zu beweisen, 
daB, beziehungsweise fiir welche Werte des Arguments, die in (7) 
auftretende Reihe konvergent ist. Man vergleiche mit (7) die fiir 
alle endlichen Werte von x konvergente Reihe: 


es m2 at ho 
Grima)“ eitosod air kapas Ieee 


so erkennt man, daB fiir alle reellen Werte von x die einzelnen 
Glieder unserer Reihe abgesehen vom Vorzeichen kleiner sind als 
die entsprechenden der letzten Exponentialreihe, folglich wird unsere 
Reihe auch fiir alle reellen endlichen Werte des Arguments kon- 
vergent sein. 

Ist x komplex, so wihle man dafiir die bekannte Form: 


x =r (cos « +74 sin a). 


Setzt man diesen Wert in (7) ein und benutzt den Moivreschen 
Lehrsatz: 
(cos« + i sinw)” = cosna + isinna, 


so wird nach Absonderung des Faktors ({.)’ unsere Reihe: 


wk rag Be (Z\" x (—1)4 cos2ia (f)" 
~ ITEITGES= By NO) WAN (ya) \2 
0 

~~. (—1) sin 22a 


pay - TIA TI (v + a) (5). 


Die einzelnen Gleder dieser Reihen sind abgesehen vom Vor- 
zeichen noch kleiner als die entsprechenden yon (7), wenn darin 
x mit r vertauscht wird, also sind auch die beiden letzten Reihen 
fiir alle endlichen Werte von 7 und « konvergent. 

Demnach hat man den Satz: 

Die durch (7) gegebene Definition der Besselschen 
Funktionen ist fiir alle endlichen, reellen oder kom- 
plexen Werte des Arguments giiltig. 
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Speziell ergibt sich: 
J,(0) ==. (0), (v > 0) und J(0) —wele 


Das Verhalten der Funktion J fiir ein unbegrenzt wachsendes 
Argument wird spiter ermittelt werden. Zur Berechnung der 
Zahlenwerte der Besselschen Funktionen la8t sich die Reihe (7) 
ihrer raschen Konvergenz wegen wenigstens fiir kleinere Werte 
des Arguments bequem gebrauchen. 


3. Die Besselschen Funktionen mit negativem Para- 
meter. In der Besselschen Differentialgleichung 2. (1) ebenso 
wie in dem Gleichungssystem 2. (2) zur Bestimmung der Koefi- 
zienten a tritt der Parameter v nur im Quadrate auf; in der Er- 
klirungsgleichung 2. (7) der Besselschen Funktionen dagegen 
tritt er nichtquadratisch auf. Bei der Ableitung dieser Gleichung 
wurde stillschweigend v positiv vorausgesetzt; es ist dies jedoch 
nicht notwendig, und es soll jetzt der Fall eines negativen Para- 
meters ins Auge gefaBt werden. 

Bei der Ableitung der Gleichung 2. (7) aus der Ansatz- 
gleichung y= )b,””*’ spielte das Vorzeichen von vy gar keine 
Rolle, und man erhilt daher die nimliche Gleichung, wenn man 
annimmt, daB v negativ ist. Um dies duBerlich zur Erscheinung 
zu bringen, soll jetzt —v an Stelle von v gesetzt werden, man 
erhalt alsdann: 


ee (—1)4 aw\—-Vt24 
(1) Jao) a TATE yey (=) 


Diese Funktion J_,(x) ist eine Lésung derselben Besselschen 
Differentialgleichung wie J,(«), da wie schon gesagt in der Diffe- 
rentialgleichung der Parameter nur quadratisch auftritt. Aber 
diese Lésung J_, ist von J, — in Zukunft wird der Kirze 
wegen das Argument « hiufig weggelassen werden — im allge- 
meinen wesentlich verschieden; es liBt sich die eine nicht durch 
Multiplikation mit einer Konstanten in die andere tiberfiihren. 
Man erkennt dies sofort daraus, da8 in den Reihen fiir J, und 


J_, ganz andere Potenzen auftreten, z. B. fir v = 4 kommen in 


: 1 Ee rel 3 =f 13 
Js vor die Potenzen at, at, x, -++)inJ_4, dagegen x 4, «4, 
g®t,..-; oder auch daraus, daB fiir «=O die Funktion J, den 


Wert Null, J_, dagegen den Wert Unendlich annimmt. Die 
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Gleichung (1) ist die Erklarungsgleichung fiir die 
Besselschen Funktionen mit negativem Parameter. 

Die Besselsche Differentialgleichung wird als eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung bezeichnet und 
zwar linear, weil die Funktion y und ihre Ableitungen nur’im 
ersten Grade auftreten; homogen, weil die rechte Seite Null ist; 
und von der zweiten Ordnung, weil die Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung vorkommen. Von einer solchen Differentialgleichung 
ist bekannt, daB sie stets nicht mehr und nicht weniger als zwei 
linear unabhingige Lésungen y, und y, besitzt, d. h. Lésungen, 
zwischen denen keine Gleichung von der Form 


C14 1 Ye = C3 


besteht, worln ¢,, C,, ¢; von « unabhiingige GréBen bedeuten. Jede 
andere Lésung y, einer solchen Differentialgleichung mu aber 
die Form haben: 7 

Ys = CY, 1 Cy Yo- 


Man sagt daher, daB der Ausdruck ¢,y, + ¢,Y, die vollstin- 
dige Lésung oder das vollstindige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung sei. 

Tn unserem Falle ist also 


(2) Usa Cy J, a: C3 T_ v 


das vollstindige Integral der Besselschen Differentialgleichung, 
wenn v keine ganze Zahl ist. 

Ist aber v eine ganze Zahl m, so sind die Funktionen J, und 
J_,, nicht linear unabhiingig. Namlich wegen 1. (13b) verschwin- 


~ 


—2 


den die ersten m Glieder in (1), und es wird daher: 


fm = De aTD a 


Setzt man nun —nx+A=—4A' und fihrt 4’ statt 4 als Summations- 
buchstaben ein, so folgt: 


= (anya a nt+22!' 
Pe as ma Min) ( a 


oder mit Weglassung des Striches: 
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oe Smit ae 
d. h. 


(3) = (—1)"J,,. 
Es sind die Besselschen Funktionen mit negativem, 
ganzzahligem Parameter abgesehen vom Vorzeichen 


gleich den Besselschen Funktionen mit demselben posi- 
tiven Parameter. 


J_ n 


4. Relationen zwischen den Besselschen Funktionen 
verschiedener Ordnungen und ihren Ableitungen. Durch 
Differentiation der Erklarungsgleichung: 


ec 1)¢ x w+ 2A 
J, (a) = Ti M@+) ) 


nach « ergibt sich: 


‘sgh eerag | (—1" @+ 22) p+ 2n—1 
Jy (#) = Fy Tia Dy -E2) (G y’ ; 


zerlegt man den Ziahlerfaktor in die Summanden v at A und i, 
so folgt mit Benutzung von 1. (12): 


fi Slee A+24— 
J, ©-4) (mets +t me Geet (3) ome 


Dem Pluszeichen entsprechend zerlegt man die Summe auf der 
rechten Seite in zwei Summen; setzt man ferner A an Stelle von 
-24—1 in der zweiten Summe, so findet man: 


=f oar S- 
Jy (#) = : 2 Witie=i FH a 


1 at a1 Hee (2 ee 


Der erste Summand der zweiten Summe fallt wegen der Gleichung 


ea ie 0 fort, so daB die zweite Summe auch mit dem Werte 


4 =O beginnt. Dann erkennt man, daB die erste Summe wieder 
eine Besselsche Funktion aber von der Ordnung v — 1, die zweite 
eine solche von der Ordnung vy + 1 darstellt; demnach ergibt sich: 


(1) Pi gee bles a 


v 
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Diese Gleichung ist fiir alle Werte des Parameters giiltig; ist im 
speziellen vy = 0, so folgt in Verbindung mit 3. (3): 


(la) Jy = — Jj, 


eine Gleichung, die natiirlich auch leicht direkt aus 2. (7a) und 
(7b) abgeleitet werden kann. 

Aus (1) geht hervor, daB die Differenz zweier Besselschen 
Funktionen, deren Indices sich um 2 unterscheiden, sich in ein- 
facher Weise ausdriicken 1a8t; es ist die Frage, ob auch die Summe 
ein ahnliches einfaches Ergebnis liefert. Es ist: 


foo} 


5 (—1)4 x v+22—1 
Jeet te 7 een) 


pene) 


Setzt man in der zweiten Summe 2+ 1=12’, so erhilt man: 


fe 3) 


a (—1) gee 
Iwata = - Te eee 


sas ee istry ya 
I Pate ween : 


Da man die untere Grenze der zweiten Summe nach 1. (13b) auf 
O herabsetzen kann, so erhilt man-mit Weglassung des Striches 


oo 


L Nps one 
J yay vee \ 2 1(v—1-+4) 


eS (— 1) \ (See 
Wa—1) (yay) \2 


oder mit Benutzung von 1. (12): 


oo 


ie Ne Mee a en eee 
yo Syl 2) TE) | © 


fo. 0) 


5: Ce = ae 
TI) (va) \2 ae 


0 
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oder: 
(2) ae BS 


Auch diese Gleichung ist fiir alle positiven oder negativen 
Werte des Parameters giiltig, und sie hei®t die Rekursions- 
formel der Besselschen Funktionen. 

Aus den beiden Fundamentalformeln (1) und (2) kann eine 
groBe Zahl anderer Formeln abgeleitet werden; so erhilt man 
durch Addition beziehungsweise Subtraktion aus ihnen: 


v— 


(3) (tees Sy, + deo eee 


v r 
(4) 3 : D5 dy. 
Setzt man in (2) » +1 an Stelle von v, so wird: 
‘ 2(v-+1) 
NS DO ee hipaa Pe 


eliminiert man aus (2) und dieser Gleichung J, ,,, so ergibt sich: 


(5) Sake AOE = Oar 1 a pel LO 


a? v x y—1° 

_Ersetzt man hierin wieder v durch y-+1, so erhilt man die Funktion 
J, 3 durch die beiden Funktionen J,,, und J, ausgedriickt; sub- 
stituiert man alsdann J, , 4 vermittelst (2) durch ZI, und ie iG 
so erhalt man schlieBlich J,43 ebenfalls durch J, und J,_1 aus- 
gedriickt. Fabrt man in hice, Weise fort, so sieht man, daB sich 
jede Funktion J,,,, worin p eine positive ganze Zahl bedeutet, 
durch die beiden Funktionen J, und J,_, ausdriicken 1éBt. Durch 
Induktion wird man so zu der Formel gefiihrt: 


I(p—a) H(v-+p—’—1) (2 \p—22 
Lp TOR 1) mi — Speers) 


(6) 1(p—4—1) HT (v-p—4—1) (2\p—22-1 
ed Pale 1) Hitt —24—1) To +) i) 


Die Summen auf der rechten Seite brechen von selbst ag des 


Bae saetors TI(p — 22) resp. I (p—2i—1) fir 4 = > P oder 
p — 
2 
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* ab, je nachdem p gerade-oder ungerade ist. 
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Um (6) zu beweisen, nehme man an, daf die Formel fiir einen 
bestimmten Wert von p richtig ist, und zeige, daB sie alsdann auch 
fiir p+ 1 richtig bleibt. Man sétze zu dem Ende v+1 an Stelle 
von v in (6), dann erhilt man: 


Tp dp by aN = ae 
vtpti Tras Du a ee 
4-—1)T(v-+-p—’) /2\e-24=1 
ee : 


Nach (2) ist: 


J 


0G 


Fya1= = I,— J, 13 
setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung ein, so wird: 
Fener N tiGeenteeh (a) 
Sty ee 
—J,_, Be 1 Toi nts CE ees. 


Ersetzt man in der zweiten Summe A durch 4’—1, so geht sie 
liber in: 


PAC 1)" nha (p—2') Ty -+ p—# 41) oe 

= 1) (p—2h £1) W429) . 
Wegen des Nennerfaktors JJ(A’— 1) kann hierin Null als untere 
Grenze gewihlt werden; lift man ferner den Strich bei A’ weg, 
so lassen sich die beiden Glieder mit dem Faktor J, folgender- 
mafen zusammenfassen: 


Vag. To—A Te Ep—)) g \p-2a41 
FD 1) TAT (p— oem ee ) >< 
(vp 24-1) + bpd dye fe 


Die geschweifte Klammer ist (» —4-+ 1)(v-+ 4); hiermit geht 
der Ausdruck iiber in: 


ya. Dp—tt1)Te+p—a . (2\?72442 
esha 1) pase eet ee : 
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somit erhilt man: 


<= » I(p—i4+1) w+ p—aA) g\P-2a+1 
Fy 4 p41 Ts J, Zale Oi TIA TI (pp — 22+ 1) (vy +4—1) (-) 


| 42 Dip) + p—d (2\?-* 

Jyat 2 1) ome ee i 
und dies ist nichts anderes als (6), wenn man darin p+1 an 
Stelle von p setzt. Da nun (6) fir p=—1 und 2 in die Glei- 
chungen (2) und (5) tibergeht, so ist (6) fiir alle ganzen Werte 


von p richtig. 
Auf ahnliche Weise findet man die Gleichung: 


e TI(p—A) (vy —2) art 
Jy = J, pane 1)’ TIA TI (p— 22) I (vy —p+a) i 
per i—=1y ll (yt—a = 1), Bee 
Fs 2-1) ing ae ape) 


Aus den Formeln (6) und (7) sieht man, da8 zwischen drei be- 
liebigen Besselschen Funktionen, deren Indices sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, eine lineare Relation besteht, deren Koeffi- 
zienten ganze Funktionen des Arguments sind. Aus den Glei- 
-chungen (3) und (4) und der Besselschen Differentialgleichung er- 
kennt man, daB statt der Besselschen Funktionen auch ihre ersten 
oder hdheren Ableitungen in diese Relationen eintreten kénnen. 

Noch in anderer Art lassen sich aus den Grundformeln (1) 
und (2) allgemeinere Gleichungen ableiten. 

Aus (2) folgt: 

SEN GT dey 


Vian x yt1 v+2° 


(7) 


Durch Anwendung dieser Gleichung auf sich selbst erh&lt man: 
y= (V+ 1) (+ 2) (=) Jygs— 2042) ast Sone 
= (v+1)(v$2)(v+3)(= jes 5 8 +.2)(v+8)(=— a, ef 


at 3(v + 3) > Tyas— J, 4.6 : 


Von diesen Gleichungen wird man durch Induktion zu der Formel 
gefiihrt: 
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IIpI1(» +p) ie 
= De ) Tat = aE ae ) Tytp+u? 


deren Richtigkeit man durch das bei (6) angewendete Verfahren 
sehr leicht bestitigen kann, 
Die Formel kann auch geschrieben werden: 


Z =) 
A IIp Iv 2\? 
eG 1) 111 11(p—4) (vy —p+) (=) Ty 42 


- i 
II p IIv 2 

= ge -h sane 
rg Pi 1)? TI, 1 (p—4) (vy —4) eS Jy 49-2 

Aus (1) folgt durch Differentiation: 

TN SiMe Tyas 
und wendet man hierauf (1) an: 
AJ, = Jy-2 a, Jy ae Jy 42 ; 

Durch mehrfache Wiederholung dieses Verfahrens findet man: 
OPTS mad gp — 8d oy 3d, Sage 
BO md cg A gg OS Ah cere oe 


und hieraus durch Induktion: 


ge Pde 
y ree -Sc1 ike q Jv—p+22) 


es ist wieder sehr leicht, die Richtigkeit dieser Gleichung zu _be- 
weisen. 


(8) 


5. Transformation der Besselschen Differentialgleichung. 
Es laBt sich zeigen, daB das Produkt einer beliebigen Liésung 
einer homogenen linearen Differentialgleichung »-ter Ordnung 
und einer Lésung einer ebensolchen Differentialgleichung erster 
Ordnung wieder eine Lésung einer Differentialgleichung m-ter 
Ordnung ist. Wir wollen die Richtigkeit dieses Satzes fiir den 
speziellen Fall, der uns beschiftigt, nachweisen. 

Hs sei y eine Lésung der Besselschen Differentialgleichung; 
ferner sei m eine Lésung der Differentialgleichung. erster Ordnung 


(1) gy («) = p+ g(a), 
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wo p eine willktirliche Funktion von x sei; dann wird behauptet, 
da8 z= q-y einer Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt. 

Durch Differentiation folgt aus: 
(2) Das 

Z= oy +@y 
oder vermége (1): 
(3) = o(y + py), 
ebenso: 
2" = oy +py +p'y) +9 Y' +p), 

(4) e—= oly + 2py' + w+ p*)y}. 

Multipliziert man (2), (3) und (4) mit vorlaufig noch unbe- 
stimmten Koeffizienten a), a, und a,, so folgt: 


(5) Age + az’ + dye 
= {ay + (2pa, + 4,)y" + (pag + p? ay + pa, + ay}. 


Setzt man nun: 


Sone 
dy = «", 


(6) 2Qpa. +a, =2, 
DP A + p2dy + pa, +m = 2? — vr’, 
so wird, wie ein Vergleich mit der Besselschen Differential- 


gleichung lehrt, die rechte Seite in (5) Null; setzt man die aus 
(6) folgenden Werte der Koeffizienten in (5) ein, so ergibt sich: 


(7) wa + (a — 2px*)e + {a? — v? + (p? — p')a® — pale =0. 
Wahlt man nun p = — so verschwindet hierin das Glied 

mit 2’; aus (1) folgt bei dieser Annahme g = ‘x, und es geht 

(7) tiber in die Gleichung: 

(8) a2” + {a? — (v? —4)} 2=0, 

deren allgemeines Integral demnach lautet: 

(9) = 4 VeI,(0) + VET), 


sobald v keine ganze Zahl ist. 
Dividiert man (8) durch a”, so erkennt man, daf fiir unend- 
lich groBe Werte von x die Gleichung (8) tibergebt in 2”’+¢=0, 
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deren allgemeines Integral asinz + bcosw ist. Aus (9) folgt da- 
her, daB fiir sehr groBe Werte von # die Funktionen J, und J_, 
sich asymptotisch den Werten: 


Asina + Beosx 
J, aa i i 
10 Ve 
( ) Csinaz +. Deosx 


“x Va 
nihern, wo A, B, C und D Konstanten sind, die spiter ermittelt 
werden; ist x im speziellen reell, so SOURS gieren beide 
Funktionen gegen Null. 

Setzt man andererseits p gleich einer Konstanten a, so erhilt 
man aus (1) g =e%* und aus (7) die Gleichung: 


(11) we” + w(1 —2ax)e 4+ {0?(1 + a?)—axr—v*}2=9, 
deren allgemeines Integral lautet: 


z= ce" S,() + ce**F_,(2); 


und wahlt man im speziellen a? = —1, d. h.a=+i, so folgt: 
aD) we” + w(1F Qia)el —(tirt+rv)e= 

mit dem allgemeinen Integral: 

(13) g= cet!" ST, (a) + eget’? J_,(a). 


Auf diese letzte Gleichung werden wir in der nichsten 
Nummer wieder gefiihrt werden. 

6. Losung der Besselschen Differentialgleichung durch 
bestimmte Integrale. Hiufig fiihren physikalische Probleme 
auf ein bestimmtes Integral, dessen Ermittelung erleichtert wird, 
wenn man weiB, da8 es einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
gentigt. Dies ist immer der Fall, wenn der Integrand das Pro- 
dukt der Lésungen zweier Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist. Es soll jetzt gezeigt werden, in welchen Fallen man hierbei 
auf Besselsche Funktionen gefiihrt wird. 

Hs seien m und w Lésungen der Gleichungen: 


(1) vO + ey — 8) p(v) =O, 


(2) —1)%9 + (yy—8) (0) = 0, 
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so suche man die Konstanten a, 8, y und 0 so zu bestimmen, daB 
b 
(3) —— e(e) =f (va) w(v) do 
a 
auf Besselsche Funktionen fiihrt. Aus (1) folgt: 


(4) yp SL) + (wav —B) p(vz) = 0. 


Ferner ist: 


dg (vx) FF dg (v2) 
dz °° dia)” 
dp) ag (va) 
dv” d(va)? 
also: 
dg __ dg 


Mit Hilfe dieser Beziehung folgt aus (3): 


b 


(5) eo ee LO! w(v) dv; 


a 


durch partielle Integration und Benutzung von n (2) erhalt man 
aus (5): 
b 
7 b v—o 
od =[v9(va)u(o)], — f ox) vo) (1+ 22) ae 


a 
6 


(6) 2 =[vo(oz)¥)] + fo@z)vl 


Carl, 


Durch nochmalige Differentiation und nachherige Multipl- 
kation mit x ergibt sich aus (6): 


x2 Z “+ we — [02 2) )], 


(7) : | 
dp (va) 1—y)v=(1—9) 
a cs ae v(o)§ i We 
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Multipliziert man (7) und (5) mit vorlaufig unbestimmten 
Koeffizienten x und 4 und addiert, so wird: 


nae’ + (x +d) az = xo ee ¥(0)], 
2k S902) 4 (gy i ee 


Ahnlich folgt aus (6) und (3): 


wed + ez = u[o o(rz)v@)], 
(9) 


p (vey p lo) ee ee (u—vd— 0) 2 


1—v 


Bestimmt man nun die Koeffizienten x bis @ durch die Glei- 
chungen: 
x(0—1) +A =1, 
HA —7) —@ = ee, 
| WUl <0) Ole 
und addiert (8) und (9), so fallt wegen (4) das Integral fort. 
Aus dem obigen Gleichungssystem folgt: 


geile SS an — B , 
ef “4 A= 5 4 iter n= 
= 5 = ae ha 


Somit ergibt sich: 


a. aid" + (ax-+2—B—y) ae’ + {a(1—d)a—B(L—y)} 4 
10 Ox 
aL [oF + xp) (ve) | owlo)f. 


Die linke Seite dieser Gleichung stimmt mit der von 5. (12) 
tiberein, wenn man setzt: 


a=+2i; 0 


| 
niA 


5 Prev; y=l1—v. 
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Bei dieser Annahme ergibt sich aus (1) und (2): 


Me gy a ee Gey UE. 
Vo 


Die rechte Seite von (10) verwandelt sich mit Hilfe von (4) 
in [ea v(1 —v) p(vz) ve). , also wegen (11) in: 


= el yf Ae Pees 
= aiatt*| oF —v)"*? ez Hee : 
a 


Nimmt man v > — 4 an und setzt a=0O und b= 1, so 
sieht man, da die rechte Seite verschwindet und (10) vdllig mit 
5. (12) tibereinstimmt, und aus (3) und 5. (13) ergibt sich: 


1 


Gerd, (x) + 6? J_ (aye PAG — v4 EEE he 


0 
Wahit man w= 1— 2v als neue Integrationsvariable, so wird 


+1 
; : a at fi : 
eet JF, (x) + eet J_ (a) = = | (1—w®)’? et #20- du 
arse | 
oder 
1 


+ 
oF, (@) + @J_,(@) = =f (1—u2)"# Fite dy, 
—1 


Da die rechte Seite dieser Gleichung fiir x= 0 verschwindet, 
so muB nach 3. der Faktor ¢, gleich Null gesetzt werden. Da 
bei der Exponentialfunktion beide Vorzeichen gewahlt werden 
kénnen, so findet man: 


+1 

a ; ay-t —ixu 

cq J, (2) = ay (1—w?) 2% e-**" du, 
+1 


bn roeres 


=1 
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demnach durch Addition: - 
(12) c J,(2) = arf wy bcos udu. 
Zl 


Dividiert man diese Gleichung durch x” und setzt alsdann z= 0, 
so findet man vermige 2. (7) und 1. (29): 


2 IT (vy — 4) (» — $) 
= LS a4 2 y) 
ae =e eS 12» 


Wendet man auf den Bruch 1. (18) an, so geht er iiber in: 


(y —4) Vx 
2-1 ; 
und man erhilt: 
ow Ue—4)5/- 
= ~ ori Vr 
Hiermit wird (12): 
at 
1 a” hoy: 
IAG ramp eae 2 cos xu du 
ee a ee ; 


(13) 


Spent 
ee 1—w*)* cosxudu. 
Vx Oy fi 


Setzt man hierin w = cos@, so wird: 


mu 
-) 


I(x) = Wa 0 er fs (a cos «) sin?” ada, 


(14) a 


Ve SO pee 


Durch diese Formeln hat man eine einfache Integraldar- 
stellung der Besselschen Funktionen gewonuen, die giiltig 
ist, sobald der Parameter v > — 4 ist. Umgekenit ist es sehr 
leicht, aus (14) die Reihenentwicklung 2. (7) abzuleiten. 

7. Der Parameter ist die-Halfte einer ungeraden ganzen 
Zahl, Kin wichtiger spezieller Fall tritt ein, wenn in 6. (13) 
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= + gesetzt wird. Alsdann la8t sich die Integration ausfiihren, 
und man erhilt: 


mae 
(1) Te) -//2. - sin 2. 


Hieraus folgt durch Differentiation: 


; 1/2 2%xvcosx—sing 
(2) AS) me o> 


20 


Aus 4. (8) erhilt man daher: 


> 
(3) T_,@=\ 2, - cose. 


Bedeutet m eine positive ganze Zahl, und setzt man in 4. (6) 
p=n und v = $, so ergibt sich mit den Gleichungen (1) und (3): 


(4) Nien ia) 
ee oD. II(n—’) IT (n—A—24) (2\"-24 
-Vz sine >) (— 1) Tm — 3h a a 
0 
2) TI(n—’4—1) TT (n—’—4) (2\n-24-1 
=e cosa (= 1) Ti ate as 
0 


—1 
von 


Da in dieser Formel die Summen fiir 1 = > oder ud 


selbst abbrechen, so erkennt man: Die Besselschen Funktionen, 
deren Parameter die Halften ungerader ganzer Zahlen 
sind, enthalten keine héheren Transzendenten als trigo- 
nometrische Funktionen. 

Um die Bildungsweise der in (4) auftretenden Summen besser 
erkennen zu kénnen, ist es zweckmiiBig, die beiden Fille eines ge- 
raden und ungeraden » zu unterscheiden und alsdann in den 
Summen die Summationsordnung umzukebren. Man erhialt dann: 


(6) (-1)"Fo, 4 5) 


a TI(n--a) (n+4—24) 2\24 
a, seme 3 1)" eI Hin —h Wnt) () 


O(n+i4—1) Tin+’a—4) Q\22-1 
eae: CcOsSx ae By TGueana Se ES (_.) 
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und: 


(6). (-1)'F, 4 (2) 


te ~~ T(n-+44+1) W(n+r+4). /2\24+1 
aa a sine > © 1) FeItD H@—) Ww —tep (~) 


0 
nN + 
nos 7 Uinta W(in+14+4 EC 2h 
~V 2 cos2 > (-1) IT 21 W(n—2) W(n—1-+4) S , 
0 
oder ausfiihrlicher geschrieben: 


ns (pee ere) 
UH 


ON 


(m-—1) n(m+ 1) (n+ 2) (4n?— 1)(4n?— 9) 
iz 41 at a 
2 n(2n+1) — n(n?—1)(4n?—1)(2n+8) 
+V Zoose| Ce wim Sec eS 


ee Di SO One eee | 
‘ = Bh ae = 35 


und: 


(a He den oe 3(2) 


= V Zing (SED ORtD _ not nm+ yen —Nent9) 


a“ 3128 


4 051) mF 3) Ani— 1) n?— 9) Qn) — ++} 


aye 


Stan (ee a 
mH 


albans 


(n—1) n(n+1) (n+ 2)(4n?— 1) (2m 8) (2n-+5) 
) ) 
+ a Ca : 2 | 


Aus diesen Formeln erkennt man, daB fiir sehr groBe reelle 
Werte des Arguments die Funktionen den Werten 
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ee 
(—1)" F244) 2/2. -sin x, 
28 
(—1)"* "95,4 3@) = my COS% 


sich nahern. Wie man sich leicht iiberzeugt, lassen sich beide 
Formeln zusammenfassen in: 


(7) r.@=-Va sin (zn —" x) ( =00). 


Fir diese speziellen Werte des Parameters ist somit die in 5. 
erwihnte Konstantenbestimmung erreicht. 

8. Der Parameter ist eine ganze Zahl. Die Definition, von 
der Bessel bei seinen Untersuchungen ausgegangen ist, lautet: 


mn 


(1) J,(%) = + feos (x sino —no) do. 


0 


Das Integral stellt indessen nur dann eine Besselsche Funktion 
dar, wenn der Parameter eine ganze Zah| ist. 

Die Richtigkeit von (1) ist leicht zu beweisen. Durch Diffe- 
rentiation folgt nimlich: 


4 
2I,(a) = — = sin (% sin — wo) sin ada 
5 
ma 
=+ f (cos[zsino—(—1)e] 
: — cos[xsinw —(n+1)a]}do 


= J,_1(®) — In41(@), 
d. h. die Formel 4, (1); auch der Spezialfall 4. (1a): 


Ig (#) = J, (2) 


ist leicht als richtig nachzuweisen. 
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Ferner folgt aus (1): 
Ty -1@) + Fn 51) 


2 é 
=— | cos(xsinw —n@) cosada 
2 


0 
nm 


2 : 
=-— | cos(xsinw— nw)a“ cos ada 
UX 
6 


ma 
=F 4,(2) + 2 feos (xz sin @ — nw) (“cos @—n) do. 
5 


Der letzte Integrand ist aber das vollstindige Differential von 
sin (wsinw—mq@), und dieser Ausdruck verschwindet an beiden 
Integrationsgrenzen, sobald m eine ganze Zahl ist; hieraus folgt 
dann die Giiltigkeit von 4. (2) fiir die durch das obige Integral 
definierten Funktionen. Da nun alle Besselschen Funktionen, 
deren Parameter sich um ganze Zahlen unterscheiden, aus einer 
von ihnen und deren ersten Ableitung sich eindeutig bestimmen 
lassen mit Hilfe der Formeln 4. (1) und (2) bzw. mit Hilfe der 
daraus abgeleiteten 4. (3) und (4), und da im speziellen alle 
Funktionen mit ganzzahligem Parameter mit Hilfe dieser Formeln 
aus J,(”) sich ableiten lassen, so erkennt man, da das Integral 
(1) tatsichlich die Besselsche Funktion J, (a) darstellt; denn die 
Giiltigkeit dieser Gleichung fiir J)(x) ergibt sich aus 6. (14). 
Nach jener Gleichung und 1. (14) ist: 


ma 


2 
(2) Jy(%) = 2 feos (x cos@) da. 
5 


Setzt man hierin es —q an Stelle von , so folgt: 


rola 


F(a) = 2 feos (w sin o) de 
0 


mn 


(3) 


1 
= — | cos(asina)do, 
é 
und dies ist die Definitionsgleichung (1) fiir n= 0. 
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9. Eine neue Form fiirJ,. Man kennt noch mehrere andere 
Integralformen fiir die Besselschen Funktionen. Interessant ist 
eine Formel, in der unter dem Integralzeichen selbst 
wieder Besselsche Funktionen auftreten. 

Sie lautet: 


f ) 
R wel 1 = & = 
(1) J, (2) = ($) fe (1—u)"1 J, (@Vu) du, 
0 


unter der Voraussetzung, daB » >—1 und v>u ist. Die 
Richtigkeit von (1) 148t sich leicht zeigen; man entwickele nim- 


lich J (ew Vu) nach 2. @) in eine Reihe, dann wird: 
gy" 
v— Ke 
J,(@) = (§) Wes OC eR 


< for (1 —w)’-#-1 du. 
6 


Das hier auftretende Integral ist nach 1. (29): 


(w+ 1) 1~—w—1) , 
II (y+ 4) y 


- 


nach Einsetzung dieses Wertes erhalt man: 


J,(%) = (S) se 1)’ paar 


und dies ist gerade die Definitionsgleichung in 2. (7). 
Es 1aBt sich (1) umformen in: 


1 


(2) J, (a) = G Ie cere uti —aPyr— kT (eu) du. 
6 


(v>u>-1) 


Setzt.man hierin 4 = — 4, so ergibt sich vermége 7. (3) die 
Gleichung 6. (13). 
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Setzt man v=4 und u=0, so findet man durch 7. (1): 


ud 


— ote s 
Ve sinc = Vee i J, (au) du 
1x me} Vi-ui d 


oder: 


wlA 


1 
(3) — == its Jy (xu) du — [sino d(x sin @) dea. 
5 . o 


Wbechettt 


Die Besselschen Funktionen zweiter Art und 
semikonvergente Reihen. 


10. Andere Integrall6sungen der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung. In 6. wurde gezeigt, da8 das Integral 


b 
=) 
2(2) = a’ | (v— p24 er tire gy 
e 
a 


eine Lisung der Differentialgleichung 5. (12) ist, deren all- 
gemeines Integral 


ef he. F(a) Cok sig (@)) 


lautet, wenn die rechte Seite der Gleichung 6. (10) Null ist, und 
dies ist der Fall, wenn der Ausdruck 


pth (1—o) +4 eb tiv 


fir v=a und v=bD verschwindet. Die Nullstellen dieses Aus- 
drucks sind aber fiir v >— 4 nicht nur 0 und 1, wie dort benutzt 
wurde, sondern wegen des dritten Faktors auch v = + 100, voraus- 
gesetzt, daB x eine reelle positive Zahl oder genauer eine kom- 
plexe Zahl ist, deren reeller Bestandteil positiv ist. Setzt man 
daher: 
+ic 
y, =e ** of (v os vy’? error don 
0 


so isty, eine Lisung der Besselschen Differentialgleichung 2. (1); 
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wahlt man hierin « = — iv als neue Integrationsvariable, so er- 
gibt sich: 


oo 
hab! 
iy et , “9 v—+ _ ¢ 
Y= ae [(iu- Pe eer Gu 
ev 
0 


oo 
i 1 
Hie se om De ORY ates 
— Bide) tr 2 en (wu — iu?) ze Jur dy, 
0 


Nun ist: 
(== e? - 
daher wird: 
2v41 
QQ y= ve ea) fowmiwy tert au. 


e 
0 


Ganz entsprechend ergibt sich durch das andere Vorzeichen 
von 4 eine zweite Lésung: 


PE a 
(2) Y, = He 4 [tiny tet du. 
5 


Beide Integrale haben einen endlichen Wert, wie schon er- 
wahnt wurde, wenn v > — 4 und « > 0 ist. 

Es wird nun zu untersuchen sein, in welcher Beziehung diese 
beiden Lésungen der Besselschen Differentialgleichung zu den 
Funktionen J, und J_, stehen; es soll zunichst geprtift werden, 
ob y, und y, den in 4. entwickelten Relationen geniigen. 

Aus 


2v4+1, 
in 


yal —(2ue+in— 
Be fect, 
0 
ergibt sich durch partielle Integration: 


Qv+1 
1 » 9v—it -(2uetéa—— iz) eo 
9, = — 5—| (u—iu®) %e , 


2 
a (tue+ee——7 


mate 221 fui 4 — 2iu)e 
5 
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Der Ausdruck vor dem Integralzeichen nimmt an der unteren 
Grenze den Wert Null an, sobald v > 4 ist, wahrend er an der 
2v—1 


: w oo : 
oberen Grenze in der Form erty auftritt; nach bekannter 


2ux 
€ 
Methode ergibt sich NulJ als wahrer Wert dieses Bruches. Dem- 
nach folgt fiir v >4: 
(2 : 2141. 
= Aue ee z 


. ee 


fo.) 
ry 3 
—1 we oNcianoe : 
y, = eon fc iu?) 2 (1— 2iu)e 
5 


7 
Ss -—i— 
Zieht man aus der zweiten Klammer den Faktor —i=e ? 


heraus und vereinigt ihn mit dem Exponentialfaktor, so wird: 


27-1. 


ee Bunt ie—2"=1 ia) 
(Qutde ( ri un 


3 
2 


co 
Qv cae 1 BE eo Nee 
= = ts 
Py de. ) 
0 


Durch Differentiation von (3) erkennt man, daf das letzte 
Integral den Wert — Ps besitzt, so daB man erhialt: 


2y—1 , 
Pyne hie peak 
und wenn man von » wieder zu y tibergeht: 
2v—1 y—1 r \ i 
oy a 4 wr Yoe4 Saran (> 5) 
oder 
Qv+1y( , 1 
Gy ra i-{t4-% (»>-3). 
Setzt man 
2 


» 


ay = te 4) Yo 
so ergibt sich aus der letzten Gleichung: 

: v ’ 1 
(4) tates (»>-5) ‘ 


Durch Differentiation folgt hieraus: 


r v 5 A 
ay p1= onerrs is yi pam 


da aber z, der Besselschen Differentialgleichung 2. (1) geniigt, 
so kann in der letzten Gleichung ¢, durch ¢, und z, ersetzt werden, 
und man findet: 
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ree NO TEE 


ar— {1 2 le og. s 
Ersetzt man hierin z, aus (4) durch z, und z,,,, so erhilt man: 
fart? ts vti— %, ea) 
oder: 
(5) 4.4= ~ z+ & (+5) . 
Aus der zweiten Lisung y, folgen auf dieselbe Weise genau 


die niémlichen Gleichungen wie fiir y,; auch fiir 2, = Heap! Vy 
gelten daher die Gleichungen (4) und (5); deswegen auch fiir z,+-2, 

_ Es ergibt sich aus (4), daB jede Funktion z oder z mit beliebigem 
Index. vy vollig bestimmt ist durch eine Funktion z oder z, deren 
Index zwischen — 4 und + 4 liegt. 

Nun stellen (4) und (5) genau dieselben Beziehungen dar, wie 
sie in 4. (3) und (4) fiir die Funktion J,(x) gefunden wurden. 
LaBt sich angeben, in welcher Beziehung die Funktionen z, und 
2, fiir Werte des Index zwischen — 4 und + 4 zu den entsprechen- 
den Funktionen J, stehen, so ist nach der letzten Bemerkung 
diese Beziehung auch ftir beliebige Werte des Index gewonnen. 

Setzt man 


(6) UE ee Yy und 6,=Y,—Y> 
so folgt aus (1) und (2): : 


co 


y = & COS (« = oa : x) fom { (w— iu?) ? + (w+ ope du 
6 


CO 


— ix” sin (o— 2 F40) frm |u—ivy 4 ie oes (Ye oi a ie 
5 


oO 


6, = £” cos («— pe : x) ft era iu?) 44 Glade ean 


0 


fe} 


= See (« es y ae x) fete 1. _ ity P+ Gotu 


0 


Qx 
Oo 
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Fiihrt man eine neue Integrationsvariable m durch die Glei- 
chung w= tg ein, so wird: 


| 


5 +e eo 
> sin ~@(coOsSm-+7sin@) 


y= ’ 
cos?” hw 


te 
| 


SS 


y—i y—i v= 
(w-tiw?) “=tg “o(1titgo) 


so daB man nach der Moivreschen Formel erhilt: 


é 
ean at 
_ nt sin ~o {cos(v—d)a+i¢sin(y—4)o} 
(utiu®) “= 2 2S ie 
cos @ 
Hieraus folgt: 
7 
= 
seis 
; Qyti1 sin *@cos(y—ijo ; 
8, = 20” cos («— ae m) : ( “2)® ,-actgag 
: 4 cos?’ +1 
0 
4 
a 
: 2v+1 sin “@sin(y—i)\@ 
— 2a” sin («— a x) f — ae 2 e— 2280 dy 
: cos” @ 


oder: 
7 
os es 2 
: sin @ COS (e— ri a+ - au 
Se af te + ¢~ *stm ga) 
0 


. C4 : : : 
und fihrt man gow als Integrationsvariable ein: 


7 
2 yaa R 2y—1 
cos 7 sin (2 — ah 
(7) Se 20 f- = =e 22 Cots © Ty, 
0 


Ganz ebenso ergibt sich: 


fe 
2 y—i 2yv—1 
COS! = @.cos 2 ——— 0) 
(8) = Dom 2 — 2xrcotew 7 
Ee A Qv+1 é a@. 
5 sin @ 


ll. Neue Integraldarstellung von J, und die Besselsche 


Funktion zweiter Art. Die zuletzt entwickelten Integrale 
haben einen endlichen Wert, sobald v>—4 und der reelle Teil 


Se See Ce ee eee ee 
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von «>O ist; fir «=O werden im allgemeinen beide Integrale 
unendlich. Denn alsdann verschwindet aus den Integralen die 
Exponentialfunktion, und die Nenner der Briiche werden an der 
unteren Grenze Null, und zwar von der (2v-+1)ten Ordnung. 
Da aber alsdann auch der Zahler des Integrals fiir s, von der 
ersten Ordnung Null wird, so bleibt das Integral fiir s, endlich, 
wenn 2y <1 ist, wahrend das Integral fiir 6, endlich bleibt, wenn 
vy <0 ist. Daraus folgt, daB das Integral fiir s, an der Stelle x = 0 
giltig bleibt, sobald —-4<v<+¢4 ist und o, fiir x =0, sobald 
—4<v<0 ist. Diese Grenzwerte sollen jetzt ermittelt werden. 
Setzt man in: 


é an Stelle von 4— v, so bedeutet ¢ einen positiven echten Bruch, 
und man erhalt: 


a“ 


ma 
2 
: Se 9 9 . 
lim — = | cos ‘wsin**~ “@sineodo. 
2 a” 
at 


Durch Benutzung von 1. (8) folgt: 


4 


2 


eS : Lie, Le BN) = 
lim + = cf cosmtasinttor(*FS, ———, =, sin’) da, 
Qa” a 
0 


2 


und wenn man sin? @=vw als neue Integrationsvariable einfiihrt: 
i 


1+eé 
3 é a= file ioe # 
lim cm: == 7 oe + w) e FS, 9? Q? u) du 
a 2 
0 


1 
; ise 
ep ea ad 
peer a >) 
— ik 
© (1-45 =) (1 = ) : eek 
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Der letzte Faktor unter dem Summenzeichen ist ein Kuler- 

sches Integral erster Gattung, also nach 1. (29): 
a — SSS 
TGs a m1 : ) 


[ eel 
wte-l(4—u) 2? du= ar 
‘ m(1+°>-) 


und daher: 


; 1 e+1 : 
; . z > = m(1—*5-) Ma@+2—1) 
elim ——_ . = =a 
ez 1 
ae Dee ay] eee mn(1+) 


Die letzte Summe 188t sich nach 1. (25) durch das Zeichen der 
hypergeometrischen Reihe ausdriicken: 


Tene cere ae ee 
, 


22 ns 


Man erkennt hieraus, daB die in der vorletzten Formel er- 
haltene Summe konvergent ist; denn die hypergeometrische Reihe 
ist fiir c=1 konvergent, sobald y—a—f>0 ist. In unserem 


Falle ist dieser Ausdruck 1 — = also positiv. Nach 1, (24) wird 


nunmehr: 
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folglich: 


Sek: sa/— (Ua) 
_ Vv __ g2e-2 Aa } 
lim Ae 2 Vx is 


Fiithrt man wieder v statt ¢ ein: 


| =. lve) 
(1) lim oa == oes Vx. 


Da nun s, eine Lésung derjenigen Differentialgleichung ist, 
deren zwei partikulire Lésungen J, und J_., sind, so ist: 


(2) SseCd Je J. 
Nun ist nach 2. (7) und 8. (1): 


lim a, us 1 
r=0 2" IIv 


(3) 


mere i nikon 
bmg ee oi ee 
2=0 +? = © (">0); 5 = =(Q (<0). 


Aus (1), (2) und (3) folgt, daB c’ Null ist, sobald v > 0 ist; , 
daher ist: 
(3a) s = SY Va F(0) fir: ea 


Vv 


oder nach 10. (7): 


ese 2y—1 
grtly? cos 2@sin (« es o) 
(4) J (x) = : en 2x cots o gf gy 
AC ) in?’ +1 @ 


Vx Tv — 4) 
0 


Ist aber v<0, so behilt c seinen Wert, dagegen kann 
c jeden beliebigen Wert annehmen, so da sich auf diesem 
Wege nicht angeben laBt, ob alsdann s, neben J, auch noch J_, 
enthalt.. Da® indessen auch in diesem Falle (4) richtig ist, ergibt 
sich folgendermafen: 
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Durch partielle Integration erhailt man: 


1 
: vr = Bree 1 2 
cos 2 @ sin aie Ion -@ | 
\— —2xe 
so = grat) - ee a ee x cotg w ef 
sin (0) 
a 
2 
2 2v-+1 
ee 
1 cos 2a cos («— = ) 
he “5 : 
+(»— 5) a ie ae 1 em 2xcotg (] gy 
2 sin @ 
e 
0 
n 
EH 
i. y—i 2v—1lo 
1 2cos’ 2 sin( «— are 
} = =alav = 2 = = . a —Zxeotga 
+(» x) Ee e do. 
2 sin” @ 
e 
0 


In dieser Gleichung verschwindet das vom Integralzeichen freie 
Glied, sobald v > 4 ist, und es bleiben die Integrale fiir « = 0 end- 
lich, sobald v < 1 ist; also ist lim (a+~"s,) endlich, wenn 4<v<1 


ist. Da nun lim ai—"J_, fiir die betreffenden Werte von v un- 
@“= 


endlich groB wird, so enthilt s, in diesem Falle nur die Funk- 
9” 

tion J, und nicht J_,. Die Funktion — fieapee unterscheidet 

sich also auch nur um einen konstanten Faktor von J, und 

geniigt der Gleichung 10. (5): 


Se ae i, name (»>4), 


4<v<l1 sich von J,_, oder, anders ausgedriickt, s, fir 

—4<v<0 sich von der Funktion J, nur durch einen kon- 
tanto Faktor unterscheiden und demnach nicht die Funktion J_, 
enthalten, d. h. Gleichung (4) gilt fiir die Werte —4t4<v< ia 4. 
Sehr leicht tiberzeugt man sich, daB sie auch fiir y=-+4 gilt 
und tibergeht in Gleichung vip vane auch fitr y= —4 Foes: 
richtig. 


der auch die Funktion J, geniigt; es wird also auch s,_, fiir 


ve ee 


Einftthrung der Funktion Y,. AL, 


Nach dem, was in 10. im Anschlu8 an Gleichung (5) gesagt 
worden ist, ergibt sich jetzt, daB Gleichung (4) allgemein 
fir jeden Index gréBer als —4 giiltig ist. 

Die Funktion 6, dagegen ist ein zweites partikulires Integral 
der Besselschen Differentialgleichung, das in der nichsten Num- 
mer genauer untersucht werden soll. Wahrend durch Gleichung 
(4), némlich: 


Va. 2yv—1 
. a7 t1 py cos ~*~ wsin {x7 — 5 0 | 
(4) Jee) pa = <= =3 af EW 2x cots J oy 
Vril 4 


pee 
in? te 


die am Nullpunkte endliche Lisung der Besselschen Dif- 
ferentialgleichung fiir v > — + definiert wird, wird die Gleichung: 


noja 


{ gv tiyy 
6) Y,(«) = 


VxII(v—4) sin?” *+1¢ 
@ 


eG 2x cote» | gy 


0 


eine bestimmte Lésung definieren, die am Nullpunkte unend- 
lich wird; sie heiBt die Besselsche Funktion zweiter Art; 
zum Unterschied wird alsdann J,(x) als Besselsche Funktion 
erster Art bezeichnet. Die Funktion Y, ist nattirlich linear aus 
J, und J_, zusammengesetzt; auch in dem speziellen Falle, daB v 
eine ganze Zahl ist, bleibt (5) in Geltung und stellt auch dann 
eine zweite, von J, verschiedene Lésung der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung dar; in jedem Falle stellt 


(6) y=¢J,+ GY, 


ein vollstandiges Integral der Besselschen Differential- 
gleichung dar; Gleichung (6) fiillt also die Liicke aus, die in 
3. (2) fiir ganzzahlige Werte des Parameters geblieben war. 

12. Naherungsformeln fiir unendlich groBe Werte des 
Arguments und Reihenentwicklung der Besselschen Funk- 
tionen zweiter Art. Fiihrt man in ll. (4) 2xcotga=w als 
Integrationsyariable ein, so folgt: 


4? II. Die Besselschen Funktionen zweiter Art. 


ie 1 
J,(2) “Va m 


oe 1 
pail BN Das ON ie 
v—4 uw : v 
—uU a 
” 1+ —, sin | # — 
=< fe a ( +7) ( 
0 


LaBt man in diesem Ausdruck # unendlich groB werden, so 


‘ u? UW C7 2 
wird 1+ Ay? Segen 1 und arc cotg oy Sogn 5 konvergieren, und 
man erhilt fiir unendlich groBe Werte des Arguments: 


: are cotg =) du. 


oo 
2y—1 a 
con sin (2 — x) 
em : eu *du 
J,(#) Va II(y — 4) : 2 


also nach 1. (28): 


P a Wee rea oy al 
(1) J, (x) as Vo - sin (« = 4 = - a (x =~). 


In Y, tritt nur statt des Sinus der Kosinus auf, so daB man 
erhalt: 


. ; ao% Io 
(2) Y, (2) > Ves . cos(x — —s =) (@ = 00). 


Diese Gleichungen gelten zunichst nur fiir vy >—4, da die 
Integrale, aus denen sie abgeleitet wurden, nur unter dieser Be- 
dingung gelten. Jedoch kénnen sie leicht auf beliebige reelle 
Werte des Parameters erweitert werden. Aus der Rekursions- 
formel 4. (2): 


Qy 
ine J, ae Joa a Jay 


folgt fiir unendlich groBe Werte von a: 


Af, =—Jd,i4 (a =o) 


y—1 
und allgemein: 


(3) J 


v—2n 


ae (— iD) ie (x = 00) 


wenn ” eine ganze Zahl bedeutet. Jede negative Zahl kann in 


Pa aed 
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die Form v—2n gebracht werden, wenn vy zwischen 0 und 2 
liegt; alsdann ergibt sich aus ae und (3): 


aa m= 2v—1 =) 
— —-cosnm sin ee Tiers m0 


=. ee sin (0 2v—4n—1 ) 
po Noa ee 


Bis sin (r— aan =a 


- 


Vermehrt man das letzte Argument um 27, so folgt: 


Af GRriee. . 2v—4n—1 
vy—-In Pie oak Nae aaa Vat ste Ml 


d. h. (1) ist auch ftir beliebige negative Parameter giiltig. 

Die Funktion Y, ist bisher nur fiir solche Indices definiert 
worden, die gréBer als — 4 sind. Fiir diese Funktion gelten die- 
selben Rekursions- und Differentialformeln, die in 4. fiir die 
Funktion J, abgeleitet wurden, wie dies in 10. bewiesen worden 
_ ist. Mit Hilfe der Gleichung 4. (7) kann demnach auch die 
Definition von Y, auf beliebige negative Indices ausgedehnt 
werden; dann kann ebenso wie oben gezeigt werden, da8B auch 
Gleichung (2) fiir beliebige negative Indices Geltung behiilt. 

Wie schon erwahnt wurde, muff Y, sich aus J, und J_, li- 
near zusammensetzen; bedeuten a und b konstante GréBen, so 
besteht die Gleichung: 


Y,(w%) = aJ_,(#) + bJ,(a). 


Da diese Gleichung fiir alle Werte von x, also auch ftir unend- 
liche groBe in Geltung bleibt, so folgt aus (1) und (2): 


Qvy+1 mx) 


2v—1 3 
cos (2 — 3 n) = asin (x + "2 


Qv—1 
+ b sin (« ey eae n) ; 
4 
Trennt man hierin die Variablen von den Konstanten und setzt 


die Koeffizienten von cos” und sin links und rechts einzeln 
einander gleich, so wird: 
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ne DOS Yee al le, when Se 
cos —;-— % = @ COS 7 br O Z - 
2v—1 . 2v—1 2y—1 
sin a == oe al + bcos pe 


Lést man diese beiden Gleichungen nach a und b auf, so er- 
halt man: 


1 
a=-—-— und b=— cotgryn. 
Sin v7 


Demnach ergibt sich die Gleichung: 


(4) Y,(«) = =——_ J_,(a) — cotg va-J, (a). 


sin » 2 


Es ist also, wie am Ende der letzten Nummer behauptet wurde, 
Y, eine von J_, und J, im allgemeinen verschiedene Liésung der 
Besselschen Differentialgleichung. Nur wenn v die Hilfte einer 
ungeraden ganzen Zahl ist. fallt in (4) das letzte Glied fort, und 


es wird: 
(4a) re — (— {Fs (n+4) : 
Ist aber v eine ganze Zahl m, so erscheint (4) in der Form: 


y J_» — COB NE: Jn J_,—(— 1" J, 


n sin 27 i: sin n2 


also wegen 8. (3) in der unbestimmten Form ¢. Um den wahren 
Wert dieser Form zu ermitteln, verfiihrt man nach bekannter 


a 


C 
=— {J-, — cos va J, } 


: . Ov 
Methode; man hat den Grenzwert von -— fiir 
1% COS VX 


ganzzahlige Werte von v zu bilden. Aus 2. (7) erhalt man bei 
Benutzung von 1. (19): 


od, vis < Lac | «x 
ee 1) ee ) (log 5 — B+] 


= J, log 5 > 1 ae (Sy 


‘vn 


SP? ee 
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und aus 8. (1): 
oe @\- Vb 84 ee 
Sapir } mm E5 (ees 
Sen (aay) i} 
= Dee 
Wird vy eine ganze Zahl n, so folgt: 


ale Ody 
¥ (a) = (— 1) a cea Ov Sia ov J 


also mit Riicksicht auf 3. (3): 
Cae Bim +a) (m\n+24 
— «Y,,(#) = 2J,(x) log > ae (— 1) ee (2) 
0 


-CU DCD gmeay GO 
0 


Zerlegt man die zweite Summe in die beiden Teile von O bis 
m—1 und von 7 bis co und wihlt in der letzten Teilsumme 
—n-+ i als Summationsbuchstaben, so ergibt sich: 


—-Y,(2) = 2J,(2) log 5 — 


a , P+ Paty) m+2a 
oa Gi T11I(n + 4) =) i 


BPi—n+2) (“\-n+24 
— a Arn 2 wees 
Ss 1 at 5 (a) 

Der in der letzten Summe auftretende Bruch i ee 
in der unbestimmten Form ~~ und hat nach 1. (23) den wahren 
Wert (— 1)”-* II(m — 4 — 1), also wird: 


erscheint 
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6 ¥,(@)=— = JF,(@) log | + 
dey , FA + Pm +d (x\nt22 
al ae > (— 1! “Fate +h - 


is eee eae 


Hierdurch ist eine Entwicklung der Besselschen Funk- 
tionen zweiter Art nach steigenden Potenzen auch in 
dem Falle gewonnen, daB der Index eine ganze Zahl 
ist. Wie man aus der letzten Summe erkennt, wird Y, (x) am 
Nullpunkte von der m-ten Ordnung unendlich groB. Fir Y,(#) 
fallt dieser letzte Teil fort, und es wird daher Y) am Nullpunkte 
nur logarithmisch unendlich. Man erhalt naimlich: 


(6a) Y,(“) = == | Jo(e) log . Se 1)* nia (3)} 


oder: 


l T.log- 


i 2 
Y,(«) — {Foleo 5 


—[8O)— G) tars) J} 


r| & 


oder wegen 1. (21): 
(6b) =-Y¥,(«)= 


=| # (0) —log > |%o G) aa aiatg) ae alt aD 


18. Relationen zwischen den Besselschen Funktionen 
erster und zweiter Art. Aus der Higenschaft der Funktionen 
J, und Y,, Lésungen derselben Differentialgleichung zu sein, er- 
geben sich einige Beziehungen, die hier abgeleitet werden sollen. 

Aus 5. (8) ergibt sich, daB die beiden Gleichungen bestehen: 


(1a) a(Vady) _ (4 aos, 1) Ved, 


ax? 4? 


und: 


(1b) BER -(*- 1)VaY,. 


ada? 


- fo ae 
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Multipliziert man (1a) mit Ya Y, und (1b) mit VaJ, und sub- 
trahiert, so folgt: 

= Syl a SW aie 

VeY d Vidy a Vee ee 


PCs = 


Wie man leicht bestiitigen wird, ist die linke Seite dieser Glei- 
chung der Differentialquotient des Ausdrucks 


~,, dVaJy = dV Yat 
VeX, ay lca 2 
bedeutet ¢ eine beliebige Konstante, so folet demnach durch Inte- 
gration: = 
We ao dVady iy ae a 


dz dca 


oder nach Ausfiihrung der Differentiation: 
a(Y, J, gs J, a Bese 


Zur Bestimmung von ¢ kann man sowohl den Wert x = 0 als 
auch «= oo benutzen. Fiir diesen zweiten Wert ist nach 12, 


(1) und (2): 
(2a) pee COs («== x) =Y, 
, 2 A 2yv—1 
(2b) Da ae | sin (2— 7 n)=—d, 


2 
Hieraus ergibt sich ¢ = a oder 


(3) ¥,J, —5,¥, ==. 


7 & 
Ersetzt man hierin J,’ vermége 4. (3) durch J,_, und J, und 


macht dasselbe mit Y,’, so findet man, daf die beiden Glieder mit 
dem Faktor J, Y, sich heben, und man erhilt: 

2 
(4) be fae i J, vind =a 


ux 
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Ferner erhilt man aus (3) durch Differentiation: 


b) 


ra 


(5) Ale upapean Ss 
Durch geeignete Kombination dieser Formeln mit denen von 
4. lassen sich noch zahlreiche derartige Gleichungen aufstellen. 


14. Semikonvergente Reihen fiir J, und Y,. Durch die 
Reihenentwicklungen in 2., 8. und 12. ist es mdglich, die Werte 
der Funktionen J, und Y,, fiir beliebige Werte des Arguments x 
zu berechnen. Je gréSer allerdings x wird, um so geringer wird 
die Konvergenz der betreffenden Reihen werden. Um auch fiir 
groBe Argumente die Funktionen bequem berechnen zu kénnen, 
hat man daher versucht, Entwicklungen zu finden, die nach 
fallenden statt nach steigenden Potenzen von @ fort- 
schreiten. Diese Entwicklungen ergeben sich ziemlich leicht 
aus den Integralen der Nr. 10. 


Setzt man: 
ey an)" z . ° 
P(x) -/2 3 eer en 2url hu —iu?)"-4 
2/6 


+ (ut+iuv® NW b} \du 


(1) i 
Q, (x) = jae : TEED a +4 ahs 2uxr { (u xno! iu®)’- 4 


— (utiu®) 2) du, 


so ergibt sich aus 10. (6a) und 11. (3a), (4) und (5): 
J (a) = -V=| P(x) sin (x alt 7 *) 
ene - —1 x) | 


= 


— Q, (x) sin ae Meares =e) : 


(2) 


be 
aa 
3 
Se 
PRG 
to : 
=~ 
Pa 
— 
[-) 
(o) 
mn 
a a Laas 
1 
i 
i: 
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Setzt man in (1) 2aw als’ Integrationsvariable, so erhalt man: 


P (a) ee (a)! a (or ‘8 yo 


HO). 22 49? 


(3) 3 


Nach dem Taylorschen Satze ist nun: 


omy terry 


(4) 
(vy — 4) wu \24 
SC 20h = ap =) eal + Bn say, 


aie = cones peste 8 
IT (v — 2m — 2) IT(2m-+ 2) 


ta4oiny th 


ist und & einen positiven echten Bruch bedeutet. 


a : 
Setzt man = = tg y, so wird: 


R =e les eA) 
eee ANG ot II(v — 2m —3) IT (2m + 2) 


arace Pia: tage’. Aas Si =A 
8 en 11D g)’ 2m z+ (cos mg +7 sin g)’ 2m 3 


(cos g)"— 2m—z 


’ 


also nach Moivres Formel: 


wpe cots 
II(v — 2m — 3) II(2m + 2) 


>< cos ((2m — v + $) @) (cos p)2™—-"t#. 
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Ist nun 2m > v — 3, so ist: 


. ‘(vy —4) 2m+2 
(5) R Fen 41 | |< 2- TE(2m + 2) II(» — 2m — 3) (=) ; 


wobei der senkrechte Doppelstrich den absoluten Wert der ein- 
geschlossenen GroBe ‘bedeutet. Fiihrt man nun die Entwicklung 
(4) in (8) ein, so erhalt man eine Reihe von Eulerschen Inte- 
gralen, also mit Benutzung von 1. (28): 


Pa haa Se Nv +24 —4) iia 
@. Be) — >) genne ay. Ge) ee 
A4=0 : ’ 


- 


wo nach (5): 


< 


(6a) | R’ II(y + 2m + 3) é ya 


m+1i II (2m + 2) (vy — 2m — 3) (2a 
fiir: 


2m >v—Fs. 
In ausfithrlicher Schreibweise lautet (6): 


(402—1%)(4?9— 38%) | (4v?—1%)--- (40° — 7? 
Ee) 1 — te 7 eas 
und speziell: 
42.87.) 13: S578 PIN a eee 
(6b) Py(w) =1 aa)? ara eae 


Auf thnliche Weise findet man: 


io a) 
tn 5 4 = iu\'-4 
Q, (£) SONG RE: 5 wyr-t (1 = sa) 
20 


Nun ist: 

i . 1 
a || _ tu Fa wu en 
i{ (1 = Lia! Kaz 


=: Spe II(v — 3) wu \24+1 
pees 1) Tk + 1) —21— (“) + Snot 
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wo 
fw \im+3 (Syl iy == 4) , iu\v—-2m=F 
Sti = (==) eee 2 oe a oa) 


age eye, 


, 


; a 
Setzt man hier a 
PAGE 


= tg w, so ergibt sich wie oben: 


; II (vy — 4) wu \2m+3 
Sn4t| <2 7 all ) : 


(2m + 3) I (v — 2m — 2a 
sobald 2m > v — 4 ist; hieraus folgt: 


es m be (iy + 24 -+ 4) 1 \2441 - 
(7) @@)= > eee ee) ee 
: =) 
wo: 


(7a) Were 


m+1 


II(v + 2m + 3) 1\24+38 
12h + 3) IK —2m—D & PY 
fiir 
2m >v— g. 
In ausfiihrlicher Schreibweise lautet (7): 
Av?— 12 (4y?— 17)(49?— 3%) (4y?— 5?) 

ag 3! (8x) 
(42 13).): pt 99), 

B! (8a) Nene 


und speziell: 


1 1753805 ceed S?: 249% 
(7b) Q(#) =— 3, + Breas ~ ar Gay 


Durch die Formeln (6) und (7) sind Entwicklungen der Funk- 
tionen P, und Q, fiir positive Werte von x erhalten worden, die 
nach fallenden Potenzen des Arguments fortschreiten. Aber es 
darf in diesen Reihen die Gliederzahl nicht beliebig 
wachsend angenommen werden, sonst wiirden die Reihen 
divergent werden. Denn bezeichnet man das allgemeine Glied 
der Reihe in (6) mit (— 1)*a,, so folgt aus (6): 


(8 Oi et 24+ 4) © 24 + 5) 24 — Pe — 21 — 
) one 4ac?(24 + 1) (24 + 2) ? 


und dieser Quotient wiichst bei unbegrenzt wachsendem 2 selbst 


tiber alle Grenzen. 
4* 
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Bricht man aber die Reihe (6) bei irgendeinem Gliede a,, 
ab, so lehrt (6a), da® der hierbei begangene Fehler nach der 
positiven oder negativen Seite kleiner ist als der absolute 
Wert des in der Entwicklung folgenden Gliedes a,,,, 
unter der Voraussetzung, daB die Anzahl m gréBer ist 


als >”—°. Genau das Entsprechende gilt bei der Reihe fir Q,; 


: a A 2y—T7 us ; 2 
hier mu8 m gréBer sei als —~—. Wegen dieser Eigenschaft 


kénnen die Reihen in (6) und (7) sehr wohl zur niherungsweisen 
Berechnung von J, und Y, Verwendung finden; man bezeichnet 
sie als semikonvergente Reihen. 

Nur in dem Falle, da& v die Hilfte einer ungeraden ganzen 
Zahl ist, brechen die Reihen (6) und (7) von selbst ab; man er- 
halt dann fiir /, die Summe 7. (5) und (6), und durch DG 
erhilt man nach 12. (4a) den Wert von J_ Gan: i 


IW. Abschnitt. 


Darstellung willkiirlicher Funktionen durch Besselsche 
Funktionen und Integrale mit Besselschen Funktionen. 


15. Reihen mit Besselschen Funktionen. Aus der 
Tatsache, daB die Reihe fiir die Besselsche Funktion erster Art 
mit der vten Potenz der Variablen beyinnt, erkennt man, daB a” 
sich formal in eine Reihe entwickeln lassen muf, die nach den 
Funktionen J,,J,,5,/,,4,--. fortschreitet; es ist eine andere 
Frage, ob die erhaltene Entwicklung auch konvergent ist. 

Um das erste zu zeigen, schreibe man einige der Funktionen 
hin nach 2. (7): 


1.0) = (8) — mene)” 


+maee5 (3) ~ 
eu mera ls) 

— maeFals) 
Tas) = taeqi a) ase 
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Es wird nun behauptet, daB eine Reihe existiert: 
x \Y — 
) aa at Toa. 
_ Die ersten Koeffizienten lassen sich aus den obigen Reihen leicht 


berechnen. Es ist a, = II(v). Ferner folgt: 


a a (vy + 2)IIv 
Hote) Tie +t) 7 ee 


TI 
Weiter: 
Qs a, Ay 
flo+5 Wittw+s) | Hetie ty ° 
oder 
M- . (v- 2)ity Iv (2v-++ 4— v— 8)IIv 
goes Ay 8) 12 +2) TTT @ 4 8) & 
AEC OI Sas pine a fee eee Cae 


TI2 IT(v + 8) art 2 IT2 


Setzt man die Rechnung noch um ein Glied weiter fort, so 
findet man: 


ay ial Ue?) 
8 113 


und hieraus durch Verallgemeinerung: 


Pe Pte 4 — 1) 
= rn 


Es ist zu untersuchen, ob diese Vermutung richtig ist, oder es ist 
die Gleichung: 


er aN CRUE Caan, 


(1) 


auf ihre Richtigkeit zu priifen. Ersetzt man in (1) J,,,, durch 
die Reihe, so wird: 


(F sy es 


(— iy a Vt224+2u 
~ S nett aee () 


=0 
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Fithrt man in der inneren Reihe 4+ wu als Summationsbuchstaben 
ein, so wird: 


i y= he +2 a eS ” Sagat Gyr" 


und bei ae ear der Summationsordnung: 


y= Sim)" 3 Gin 


u=0 4=0 


und diese Gleichung ist richtig, wenn: 
1 ye + 2D M+ 1—1) 
De® HAM (w— 4) I(w+ a+ w) 


A=0 


(fiir » > 1) ist. Die linke Seite zerlegt sich in: 
5 ; Hig ao) 
1 4 
oe cae TW — 1) He +4+ w) 


LS Tote 
e te 1) a DG —) te ee 
Li 


= 0 


oder: 


(1) Ifa 1) 
> AW (uw — 4) Tw +24 wu) 
eat 
ae Ty +2) 
pas ) “Tii@—1=yaG to ee 
Aus 1. (15) folgt: 
Twl(— w — 13) sepebe OF 


sin wu ’ 


und wenn 4 eine ganze Zahl bedeutet: 


TAGE 2) 100 Sy eee ee 


sin (wu — 1)x sin wr 


also wird: 


9 ree (4 — uw — 1) 
o ( Brice say ey Iw TT(— w — 1) 
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Fihrt man dies ein, so folgt: 


Ta —¢—1)0w +4—1) 
Tut #— 1) 3 TAT (y + 4+ w) 


a 2 : S 1G—H oe +2) 
M1) Tw) oy TM +e +E+ i)" 


5 Diese beiden Summen lassen sich bei Benutzung des Zeichens 
F der hypergeometrischen Reihe nach 1. (25) schreiben: 


IIv 
Tete fay Pw eter dst) 
2IIv 
— We—1)ne+e+)) 
also nach 1. (24): 
Tv T2u 2 Iv II(2u — 1) 


Tully +24) W(w—1) eT + 2u) * 


yFPeti,y+i,»+u+2, 1), 


Erweitert man den zweiten Bruch mit u, so erkennt man, dab- 
die Differenz wirklich Null ist; demnach ist die formale Richtig- 
_keit von (1) bewiesen. 

Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob und in welchem Be- 
reich die Entwickelung (1) konvergent ist. Beim Beweise fiir 
die Konvergenz der Definitionsgleichung 2. (7) wurde gezeigt, 
daB der absolute Wert sowohl des reellen als des imaginiiren Be- 
standteils von J,(x) fiir beliebige komplexe Werte von x kleiner 


ist als 
72 
1 r\vy — 
see el ei 4 
IIv (F) erie 


worin 7 den absoluten Betrag von w bedeutet. Setzt man dies 
in (1) ein, so wird die rechte Seite kleiner als 


e4 


IT 24 = 1) r\yt24 
jane Speke ; 


und diese Summe ist fiir alle endlichen Werte von 7 konvergent; 
folglich ‘ist auch die Reihe (1) ftir alle endlichen Werte yon x 
konvergent. 
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LaBt eine Funktion f(x) sich in eine Potenzreihe von «# ent- 
wickeln, so kann an Stelle der Potenzen die Entwicklung (1) 
treten; die entstandene Doppelsumme kann man dann nach den 
Besselschen Funktionen ordnen und erhilt so fiir die beliebige 
Funktion f(a”) eine nach Besselschen Funktionen fortschreitende 
Entwicklung, die in demselben Bereich konvergent ist wie die 
Potenzentwicklung. Der allgemeine Beweis dieses Satzes wiirde 
zu weit ftthren; in den folgenden Beispielen kann er nach obigem 
Muster leicht durchgefiihrt werden. 

Aus (1) folgt durch Spezialisierung von v: 


| 1 = Jy(x) + 2dq(x) + 25, (x) +-- 
(3) laa ne eset eee 
pee a ae 


Ah DAs | 
oo oe Fo 44(), 


oder mit Hilfe von 1. (18): 


Ae (44 + 1) 17(22) 
‘) Ve-> Ges Fn) 


ES 


=ts {@) +3 ae t+ SF,@ 4+ 


eeu ergibt sich: 


Mila +1 
sin % = s (1 et 


y=0 


-> eae a 
= ve 2° 1 (24+ 1) Me +a 
-2 1)" I(2v +1) ay IT (A — v) Jo241 


eins : 
-Sety Les Tet D nao uy 


y=0 
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Mit Benutzung von (2) und 1. (18) verwandelt sich die innere 
Summe in: 


Pio 2) Td. — = 1) F 3 
ie pe ee, 1) 
214 (— }) _ cosha 


~ TGF) MH 1h 
Demnach erhilt man: 


2 
eee 1) ort 


(5) sina = 2 It 1) Fgy Ke): 


Durch Differentiation a sich hieraus mit Hilfe von 4. (1): 


(6) cosa = Jy(x) + 2 >(—1)J,, (2). 
7=0 


Die Formeln (5) und (6) ergeben sich unter Benutzung von 
Fourierschen Sitzen leicht aus 8. (1). 
Die Formeln (3)—(6) sind fiir alle endlichen Werte von x 


konvergent. 

Die Ableitung der Besselschen Funktionen nach dem Index, 
die bei der Herleitung der Reihen fiir die Besselschen Funktionen 
zweiter Art auftrat und noch spiter mehrfach eine Rolle spielen 
wird, la8t sich ebenfalls in eine nach Besselschen Funktionen 
fortschreitende Reihe entwickeln. Es ist nach 12 (5): 


cm = J, weet — Sow ets) 


Bezeichnet man zur Abktirzung die letzte Summe mit K, so 
ist nach (1): Ke 


, Pw+A) . (v+ 24-+2u) UT (v+244 w—1) 
-S- matte +5 II Ty 422 +2q 


v+22A 


> yy BE) x v + 2u) Tv +4+y —1) 
‘a ce UTR TT +2) II(u — 2) v+2 


P(y + Ty +244+u—1) 
- Sor ram oe TM» + %) Tu —2) . 


“=0 
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Mit Benutzung von (2): K= - 


ee - . 
y+ Qu B (y+) Tw+atu—1) 0a—w—1) 
/ Tw I(— uw —1) To 3 TILII(v 4-4) 


[fic 


Die innere Summe lift sich durch 1. (27) summieren; sie 
hat den Wert: 


Iv zee eal y ( 
Hoe DMD (pet ¥) + B10) — PO}; 


somit wird: 


w+2u) J. Ty 4 2u ? y * 
K-54 + u) I (u) i u ees w) a Pv + u) = wo)}. 


Der Faktor IJ(—«) des Nenners ist nur fiir « = O endlich, 
fiir alle tibrigen Werte von u dagegen unendlich groB. Von w= 1 
an verschwinden daher alle Glieder, die von den letzten beiden 
Summanden der geschweiften Klammer herriihren; mit Hilfe des 


Wertes Ten (— 1)" 1I(« — 1) erhilt man scblieBlich: 


jee UAC Lee Oe See y i - 


woe) 
iY 


Also ergibt sich: 


0h @ ; | S 
() =" = {log 5 — B()| J,@)+ > (- 1a eee u) r+ 
w=1 


Hine noch einfachere Entwicklung als (1) einer beliebigen 
Potenz mit Hilfe Besselscher Funktionen ergibt sich folgender- 
mafen: 


a mle) mane +H)() + TT Teta (5) - 


x ; 1 ee 1 ec 
iret es ea 171 IT(v +2) ( ) a 
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Multipliziert man diese Reihen mit gewissen Koeffizienten 
bo, 01, bg,... und addiert siimtliche Reihen, so kénnen diese Koeffi- 


zienten so bestimmt werden, daB auBer (S) alle Potenzen rechts 


verschwinden, und da man erhilt: 


(= San. 


Wie man aus obigen Gleichungen sofort sieht, ist: 


(8) (S) = a(S) has. 


Um die Richtigkeit dieser Gleichung zu zeigen, ersetzt man 
J,,, durch die Reihe und findet: 


ey-S8 Scr ee 


Fihrt man hierin 4+ % an Stelle von & als Summations- 
buchstaben ein, so ergibt. sich: 
(; )’ + 2k 


aS & oy ars ae one a 


S lee ae) a 


Da die innere Summe fiir k = 0 den Wert 1 hat, fiir alle anderen 
Werte von k aber verschwindet, so ergibt sich hieraus die Richtig- 


keit von (8). 
Es kann Gleichung (8) auch geschrieben werden: 


EG: 
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16. Andere Formen fiir die Besselschen Funktionen 
zweiter Art. Die Definitionsgleichung fiir die Besselschen 
Funktionen zweiter Art 12. (4) lautete: 


¥ (a) = J_,(x) — cotgvm-J,(«). 


sin v7 


Setzt man hierin: 
yv=n+eé, 
wo ” eine positive ganze Zahl, ¢ einen echten Bruch bedeutet, 


so wird: 
(1) ee ee ne Cotg en TS, 


n+eé sin a —n—-é nmte- 


Die hierin auftretende Funktion mit negativem Index 148t sich 
vermittelst 4. (7) durch zwei Funktionen mit positivem Index 
ersetzen. In der angegebenen Formel wihle man p = 2m und 
v =n — &, so geht sie tiber in: 


pee : ayy Tn —71) HO e—)) 2Q\2n—22 
Tain e= FES EDA 1) ITi I (2n—22) W(A—n—8) ) 
A=0 


nm—1 
ae f (- —1) IT(2n—’—1) TW (n— s—i—1) ta— 24-1 
W— sl TRE ) 


A4=0 


Kehrt man in beiden Summen die Summationsordnung um, 


so folgt: Cli 
eS 4 es Dee 
= Fan 1) ACTER iCeces y) 
A=0 
m—1 


a (n--2) IT(A— se) 2\24+1 
tunes 2 1)’ H@ILD Mata a) d 


Durch Benutzung der Formel 1. (15) gehen diese Summen 
liber in: 


= 1 a NI n+ A) T(a— 8) sede ia 
Sy x 


ar m8 172i 1(n—A) 
Ey gp tex 1 IT(n-+2) IT(4—s) (a8) (2\24+1 
on etd os Aad) Ey ee ; 


A=0 
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Nach Einsetzung dieses Wertes in (1) wird: 


vf = — cotgen: J, 


n+eé eae 
Pe. . Ti (n-+2) I(&—s) W(a++-2—1) (2 \22 
hae ey 1124 II(n—A) (=) 
(2) 
m=1 
iba T(n-+4) W(A—e) (a+) (2\244+1 
Sayer Hee) nv) by : 
1=0 
Setzt man im speziellen « = + 4, so ergibt sich: 
whee <1 (n-+-2) 1 —) WA—4) a\ 
reek ar ae 1124 IT(n—A) = 
= 
w—1 
ae H(n--a) W—$) WA+4 ae 
oe nth NG@is- ft Tas —1) (; ? 
2=0 


und wenn J,_1 durch J, 1 und J’ 1 vermittelst 4. (3) er- 
3 n =F n +> Wes rs 
setzt wird: : - 


i y(n +2) H(A +4) +4 4) QA+1 
Baek ae a II(24-- 1) H(m—d) Cae 


1s m+’) 1a—4) Wia—4) 21 
sa 1124 II(n—2) (=) , 
14=0 
oder nach 1. (18): 


T+4) Wn) 2241 
== OS 11 W(n—A) (;) 
A=0 


(3) ee ; 
, IT(4—%) H(m-+4) (1 \?? 
a, Ii TI(n—2) ie 

4=0 


Setzt man in (2) dagegen «= 0, so tritt das erste Glied rechts 
zusammen mit dem ersten Summanden in unbestimmter Form auf; 
diese Glieder lauten némlich: 


— cotg en: eke 


T(—s) Ws 
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also wegen 1. (15): ioe 
—cosext,, .+4,_, 


? 


gin ez 
dieser Bruch geht fiir « = 0 tiber in: 
cd 


1 (_ 2 nxe ot} idee s ed, 
x | Os Cé £=0 ~7 On” 


und der Wert dieses Ausdrucks ist in 15. (7) angegeben. Alle 
iibrigen Glieder in (2) bleiben endlich und bestimmt, so daf man 
findet mit abermaliger Benutzung von 1. (18): 


ye a} iat Se 1! Tapa Inta2 
fd, 


7 (4 —1) Hin-+2) 
(4) 1 9) Toa (a ‘a 


-1 
pe TIA T(n+4)  (1\2441 
Ve nti See ) 
A4=0 


Einen anderen Ausdruck erhilt man durch 4. (8); setzt man 


dort v = — e und p= 2, so folgt: 
fe Due 1) Da a Gy" Jie 
oder mit Hilfe der schon hiiufig benutzten Formel 1. (15): J_,-.= 
eu yay nec enet te) ae 
w=0 
x eee ee pe. 
—L=0 


Hierdurch geht (1) iiber in: Y,, = 


1 IIn I (—s) T(n+e—4—1) —A 
ately > TI I (n—d) is Ta 


= — cotgen Jd, 
0 


< 
i Pe 
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oder: 
In I (—s) (a+ s—1) 
ope cog en J, 5 > Tk Win —D (2) J hp es 


Fiir ¢ = 4 ergibt sich hieraus: 


nr 
1 Tin II(A—4) (24 
( ) n— -+ ‘ 


6 a = 
o eae Vx WA M(n—1) 


Fiir «= 0 tritt das erste Glied auf der rechten Seite von (5) 
und der erste Summand des zweiten Gliedes in derselben unbe- 


stimmten Form wie oben auf, wihrend die iibrigen Summanden 
endlich und stetig bleiben, so daB man findet: 


2 pare 
Y,=— | B(w)—log > 9 \J, ae Dia Taty? sie 


ae > apeee Tyo: 


Fir x = 0 fallt die zweite Summe fort, und man erhalt: 


(7a) ¥j(z) == { B(0)—log $ | Joa) += YS Lo). 


17. Integrale mit Besselschen Funktionen. Multipliziert 
man 4. (3) mit 2” und dividiert 4. (4) durch 2”, so erhialt 
man: 


(1) eI. =v Jt d= ee) 
; y—1 = Vv Vv da ? 

; Tye d(a~"J,) 

( ) teh dx 


Hieraus folgt durch Integration: 
b 


feF,.@) dx=([a#J,), 


b 
forF,41(@) dz = — EEeae 
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oder: 
2 
caiw | fwd, (a) da = Eee a Pec 
a 
(4) far (a)de = —[rrtts,_ J. 


a 


Ganz entsprechende Formeln gelten auch fiir die Funktion Y,. 
Tritt als Grenze Null oder Unendlich auf, so ist zu untersuchen, 
ob die Integrale iiberhaupt endlich bleiben; diese Bemerkung gilt 
auch fiir alle folgenden Integralformeln. So findet man: 


fet S,(u) du= xt J, (x), | 
0 

(5) é 

[w**Y,(w) du=2*"Y, ,,(2), | 


0 


(v>—1) 


fw F,() du=a-*ttJ,_,(@), | 
G8 “—_ 


Jror7¥, (w) dum arr VY, (0). 


x 


fo.°) 


Hier wie bei allen folgenden Integralformeln soll der Inte- 
grationsweg ein Teil der positiven reellen Achse sein, wenigstens 
mu er bei allen Formeln, in denen die Grenze oo auftritt, dieser 
Linie zuletzt sich anschmiegen. Nur in der ersten, nicht in der 
zweiten Formel (6) kann Null als Grenze gewihlt werden, und 
man erhilt: 


(7) porns. du = : : (»>4 


2”~* T(»—1) 
0 


Viel wichtigere Formeln ergeben sich durch folgende Uber- 
legung. Aus 5. (8), (9) in Verbindung mit 11. (6) erhiilt man, daB 


@=¢VrJ,(2) + @Ve Y, 


eA 


fut Tw I, i) dvi 65 


ne ae 


- das allgemeine Integral von 


- (8) ge = (“tt -i)emeee 


44? 


ist. Verbindet man hiermit eine beliebige andere Differential- 
gleichung der Form: 


(9) fy = 54%, 
so ergibt sich in &hnlicher Weise wie in 18.: 


ag (48 — 64} = (0 —8,)8, 


oder: 


b 

£ , 15 
(10) | (s—s,) 22, da = [z,2—22,'],. 

a 
a 

‘4 —* — 1 und wahlt Unendlich 
als obere Grenze der Integration, so erhilt man je nach den 
Werten von ¢ und z, mit Riicksicht auf 12. (1) und (2) und 
18. (2a) und (2b): 


Setzt man in (10) s, = 


11a) af J(u) F,(u) -al 7 sin(v—u) F—2d,F/+05,J,\, 
x 
d il 2 . r £ wae 
11b) fue Y,,(#) oe eae (v—u) 7 —a0Y,Y, +2¥,¥ 4, 
ne) f F,(w) ¥,() t= a2 conn) 2 —2Y,5)+29,¥y 1. 


In der ersten und dritten Formel kann xz = 0 gesetzt werden, 
dann flieSt aus (11a) und (11c): 


oe 


> sina) = 


(12) T,(u) F,,(u) = 


0 
Schafheitlin, Die Besselschen Funktionen. 


. (v+ > 0) 
1 ae uw? ’ 


or 
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fo <] 


ci 9 cos ww) > 
(13) J, (u) Y,(w) eae rg a mae (v—>0) 


0 

Ist in den Formeln (11) und (12) vy =u, so tritt die rechte 
Seite in der unbestimmten Form © auf, und zwar (11¢) mit Riick- 
sicht auf 18. (3); in bekannter Weise erhalt man dann: 


¥OxOY 


i 5 9 \du 1 OT, J, 
(14a) Aine Oa = {it+eJ, oe aS, 1, 


x 
/ a du x Ox Cae 
ac) frye 2 (55-7554) 

. xz ,od, Pee; 

~ op Y, ov eel 
/ ° i 1 
(15) SEAO <= ore (v>0) 
0 
Setzt man zur Abktirzung: 

cd, Oe i) let ' 
ve oy — Vee) und > = WC), 


multipliziert man (14a) mit Y,, (14¢c) mit J, und subtrahiert, 
so folgt: 


fd (X@) F009 = F,(2) ¥, (0) 
x a , r 
== (¥,+«(/¥,-J,¥,)V,}, 
also nach 18. (3): 


(47a) 2 TEAC) { Y,(«)J,(u) — J, (u) Y,(u)} S — Y,(¢) = 2 Vey 


feria. a7 


re 
| 
| 
| 


Ebenso ergibt sich aus (14b) und (14c): 


BO 


| (17b) 2» f y, (x) { ¥,(2) F,(w) — J, (#) ¥,(u) + F,(0) == W,(2). 


Andere Formeln findet man, wenn man in (11) erst w=y—1, 
dann 4=v-+1 setzt und addiert mit Riicksicht auf 4. (2): 


1 2 
av fix2a! ees #Iy Fy + 25,Fy_s} 
{= 


Sime) +S, A, OTT 541 


as! 


Jp (uted) J, mit (275. 1) J v+1l 
Scien re 1) J, ave 


Wendet man auf die erste eckige Klammer die Formeln 4. 
(1) und (2) und auf die zweite die durch Differentiation daraus 
folgenden: 


25) — Tea — Tosa 
Qy Qy . , 
oe he op ter = Jy 


an, so findet man: 


we 4y®—1 laa 


av f 3) SISSON Ws 6 gy oa : AE 


x 


+ 4vd,5, + 2,5, — 2 53} 

oder: 
pet 4 sete ae , 
as) = far ee 2G 


Hierin kann J,” durch J,’ und J, vermége der Besselschen 
Differentialgleichung ersetzt werden; so findet man: 


nok 


o 
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ie 2(4) 
uw 


(LO) ot aie ye tok pees r 9 es 
=— [I+ —I,S, + 2, + 2(1 *.) J," 
4 


=~* —{(45,45,) +6,+2(1—4) a3}. 


bag 


Genau die entsprechende Forme] gilt fir Y,. 
Man findet leicht aus (6), daB die Gleichung 


” Ayr 2 


die allgemeine Lisung 


tg= 6 VaJ,(en) + Vx Y, (ex) 
4y?—1 
2 


besitzt; wihlt man in (9) s, = — 6”, so folgt aus (10): 


(0? — eh fe0, (ax) J,(Bx) da 
= [a (BJ, (ax) J, (Ba) — oe (Bx) J,’ («x))]., 


wo natiirlich unter J. » (wx) die Funktion g “Te a verstanden ist. 
Durch 4. (4) geht diese Gleichung tiber in: 


(20) (a?— 6") fea,(02) 3,(82) as 
“= [x (ad, (82) J, 43 (02) — BJ, (ea) J,,,(82)) 2 


Die entsprechenden Gleichungen gelten nattirlich fiir die Integrale 


6 


b 
faut,(ax) Y,(B2)dx und {a Y,(a2) Y,(60) de. 


Aus diesen Gleichungen folgt: 
1 
(aia) («°— 6°) | wJ, (a2) J,(B2) da 
: = BI,(«) J,(B) — «J,(B) J,’(@), 


j 
gy 


fu F, (ax) J, (Bx) de. 69 


(Q1b) («’?— B) fed, (ax) J, (Bx) da 
0 = aJ,(B) J. pee) J, (a) J, lB) (v>—1) 


(21) — 69 fz J SEEN ie 
== (5) + @¥(B)Tuys (©) — BFy(@) Vyas (0): 


Bringt man in diesen Formeln «?— 6” nach rechts, so tritt 
die rechte Seite in der unbestimmten Form ? auf, sobald 6 = a 
wird. Bestimmt man den wahren Wert des Ausdrucks, so er- 
halt man: 

1 
il 

fer3ea) die= oe Gen ed, (a) I,414(@) +I, @I,41@ 
0 é + «J,(c) J) ,1(@). 

Setzt man v + 1 an Stelle von v in 4. (3), so findet man: 


y+1 


Jy dy — Jy 4s 
und unter Benutzung von 4. (4) ergibt sich nach einfachen Um- 
formungen: 

1 


(22a) 2 fu J,7?(au) du = (1 2) J,?(#) + (J, @))*, @>-) 


0 
1 


(22 b) 2 fu J, (xu) Y,(eu) du = a + (1 — 5) J, (x) Y, (x) 
5 
as J, (2) Ns (x). 


Noch auf andere Art gelangt man zu ‘&hnlichen Integral- 
formeln. 
Man multipliziere die zweite der Formelgruppe 15. (3) mit 


Jy (#) 
ae 


und integriere von Null bis Unendlich, so erhalt man: 


Je (x) dx = 2 Seisy f. Sig MICs (a). 


4=0 
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Wendet man auf die rechte Seite (12) an, so wird: 


foo} 


~ Creeper ere ee 
4 2 
I(x) dx = — > =o 
(23) fp Famer Ce (@>-2) 


— cos FON 1} aro 


Nun lautet eine bekannte Reihe: 
te ee > 1 thes 
COSC al ( (24+ 1)? 22?9— 422? 
4=0 


so erhalt man: 


. 4 VI 
setzt man hierin #2 = ee 


RY 2441 
¢ > ( es wz (244-1)??? 
Coss 7=0 


folglich geht (23) tiber in: 


(24) {J,(a) de =1. orem 
5 
Durch Anwendung von 4. (3) folgt hieraus: 
oes 23 
Fras(@)t Tver} dx =1 oder: 
5 
(25) yee dz = ae (v>0) 
x v 


Auch durch Benutzung der Integraldarstellung der Besselschen 
Funktionen lassen sich Integralformeln finden. Aus 9. (1) folgt: 


= J (x) dx 
Pie ACE aa) yal 


0 


es 1 


=f errra fo aw 5, V0 aes 
0 0 


ee T, waa: ri 


durch Vertauschung der Integrationsordnung ergibt sich: 


co 


a "J, dx 
Zee 1h —1—1) abet 


0 
1 oo 
= fbamirmian fee Jy (wV u) dex. 
0 0 


Setzt man nun uw = 2k — 1, so daB fiir k die Ungleichheits- 
bedingungen bestehen: O< hk <~ = ae so findet man durch (24) 


fiir das innere Integral den Wert +_ und alsdann nach 1. (29): 
u 


oo 


I, (a) dar IT(k —1) ee. 
pat gy Bk+ Ty py (0 a ) 


x 


Das Integral links bleibt endlich, wenn die obere Grenze fiir k 
: 3 
bis auf = + ic heraufgesetzt und die untere Grenze ftir v von 


— 1 bis — 3 herabgesetzt wird. Durch Benutzung der Formel (2) 
kann die Giltigkeit der letzten Gleichung in den erweiterten 
Grenzen nachgewiesen werden, und man erhalt daher: 


fo 9) 


3 ; 
J, (a) dx 1(k—1) tee vee ae Ne | 

26 = : , 
( ) [ES gt T TT io —h) o<ket 4 | 


0 


18. Darstellung willkiirlicher Funktionen durch Bessel- 
sche Funktionen auf andere Art. In 15. wurde die Ent- 
wicklung einer beliebigen Funktion nach Besselschen Funktionen 
besprochen derart, daB die Parameter eine arithmetische Reihe 
bilden und die Argumente unverindert bleiben; bei vielen Pro- 
blemen nun ist es von Wichtigkeit, Funktionen zu entwickeln 
nach Besselschen Funktionen derart, da8 die Parameter unge- 
iindert bleiben, die Argumente dagegen sich indern. Der Hinfach- 
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heit halber soll der Parameter Null nur besprochen werden, die 
Ausdehnung auf den allgemeinen Fall ist daraus leicht zu erkennen. 

Wenn eine Funktion f(x), die in dem Intervall von 0 bis 1 
stetig ist, in eine Reihe der Form: 


(1) f(«) = = %Jo(9;2) 


sich entwickeln lift, so kénnen die Koeffizienten a, dieser Ent- 
wicklung bestimmt werden, wenn die Gréfen #,, durch welche 
sich die einzelnen Glieder unterscheiden, die positiven Nullstellen 
der Funktionen J, oder Jy’ (resp. J), tiber deren Lage im 5. Ab- 
schnitt genaueres mitgeteilt werden wird, oder allgemeiner die 
Wurzeln der Gleichung | 
/ AJ)(x) + BaJ)\(“) = 0 

sind, worin A und B beliebige Konstanten bedeuten. 

Um dies zu zeigen, multipliziere man (1) mit #J)(%,2) und 
integriere von 0 bis 1, so erhilt man: 


1 C) ii 
2) fafa)I(9,0)dx = >a, [xFy(9,2)Jy(9,0) ae. 
0 A=1 0 


Sind nun @, und @, verschiedene Nullstellen von Jy(x), so 
verschwindet das rechtsstehende Integral nach 17. (21a); nur 
wenn 4=u ist, erhilt man aus 17. (22a): 


1 
“ i Bie es ee be a 
(3) qi ads (9,2) dx = 2 [Jo (9, | ae Oy. Jy(9.)- 
0 


Folglich findet man aus (2) und (38): 
1 
[rf@@2de—F4,220,) 
0 
oder 


1 
(4) a= {2f ef(@)Io(#,2)de|:I3(9,). 
0 


Durch diese Gleichung lassen sich die Koeffizienten der Ent- 
wicklung (1) berechnen. 


I) 


Reihen von der Form > 4 Jy (B) x). te 


©. 


Versteht man dagegen unter #, die Nullstellen von J, (a) 
oder, was dasselbe ist, von J,(“), so verschwindet das rechts 
stehende Integral in (2) ebenfalls, wenn ©, und @, verschieden 
sind; ist aber 4 =u, so wird hier: 

1 


cy 


; oe ee 
(5) f e(0,0) =F H(0,), 
0. 


und es ergibt sich demnach eine der obigen entsprechende Koeffi- 
zientenbestimmung. Jedoch ist hier folgendes noch zu beachten. 
Setzt man in 17. (21a) 6=0O und wahlt « als Nullstelle von J’, 
so findet man fiir v= 0: 

1 
(6) {eTo(ax) ax all) 


0 


y 


multipliziert man daher (1) mit x und integriert zwischen 0 und 1, 
so folgt: 
: 1 
fef(2) dx= 0. 
6 

Da nun bei beliebiger Wahl von f(a) diese Gleichung im all- 
gemeinen nicht erftllt sein wird, so kann eine Entwicklung in 
der Form (1) in diesem Falle nicht stattfinden. Jedoch wird eine 
derartige Gleichung erméglicht, wenn man noch einen Summanden 
vorschiebt, nimlich setzt: 


(7) f(2) = a +S 4, 45(8,2). 


Multipliziert man diese Gleichung mit #J,(%,,x) und integriert, 
so ergibt sich aus (5) (6) und 17. (21a) der Koeffizient a,, und 
multipliziert man mit x und integriert, so findet man aus (6): 


5 Z 
[fla)xda = a feds. 
0 0 


oder 


1 
ig = 2 | af(a)dex. 
6 
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Die Gleichung (7) geht genau in (1) iiber, wenn man dort die 
Summation mit Null statt mit Eins beginnt und unter @ die erste 
Nullstelle von J (x), niimlich die im Nullpunkte gelegene, versteht. 

Auch in dem allgemeinen Falle, da8 die Gréfen @, Wurzeln 
der Gleichung 


(8) ATi) + Boss(a) = 0 
sind, ist auf entsprechendem Wege die Koeffizientenbestimmung 
zu bewirken. Wenn « und £ verschiedene Wurzeln von (8) be- 


deuten, so geht der Minuend der rechten Seite von 17. (21a) fiir 
v = 0 iiber in: 


A 
"T = F0(B)Jo(@), 


und der Subtrahend erhilt denselben Wert, also wird die rechte 
Seite wieder Null. Aus 17. (22a) ergibt sich: 
1 
; : A?+ Bes? oo \ Att BIg? 
2 frs%(0,2)d0 =) 00) pags = J Oa) ee 


0 


und hiermit sind die nétigen Mittel zur Koeffizientenbestimmung 
von (1) gegeben. 

19. Darstellung der hypergeometrischen Reihe dureh 
ein Integral mit Besselschen Funktionen. His sei: 


J, (wax) J), (%) 
(1) oa) =f é aS du, 


Ub 
0 


so folgt mit Benutzung von 6. (4a): 


oO 


¥ 1 [(dJ,ux) J, 
(2) g (*) = =i rae eae 
0 
‘ ” 1 * a2; (wa) J, 
(3) p (a) =| =e ae 3 du. 


0 


Damit diese drei Integrale endlich sind, muB sein: 


(4) 1 Ae eh 


fun” Fy (wax) Fy, (u) du. 15 


Aus der Differentialgleichung fiir die Funktion J,(wx) ergibt. 
sich vermittelst (1) bis (3): 


eel a ihe 
fee tt ie 


Durch partielle Integration findet man aus (2): 


. 7 y—1 1 J,(ux) J), 
(6) Oe ager 0S Sh Pores 


U 
0 


entsprechend aus (3): 


” y—2 , 1 [a Ji 


aes gt 562 du ae 


und durch nochmalige partielle Integration: 


oo 

oo NS ee Tux) J), J, (ux) d 

Ue iia x eg _ a of qi du +5 ie du, 
0 0 


woraus mit Benutzung von (6) folgt: 


(23S Oa) 1 (wos 
Y mete = a Ne rE 


0 


Aus dieser Gleichung und aus (1) und (6) kann man mit 
Hilfe der Besselschen Differentialgleichung die Funktionen J, und 
J, eliminieren, dann entsteht: 


J, 
(7) 8” —(2v—3)aq +{ (v—1)?— 47} on f Seach 


Durch Vergleichung von (5) und (7) folst: 
27(a®—1)p" —a{(2v—3) 2 +1} 9 
[y= LP ae wilt ed? | p= 0. 


Setzt man hierin: 
Vera ay, 
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so findet man: 
v'(o—1)w" + {(24—2v + B)a*— (BA 4 1) rw! 
+ (2227 $2) + (v= 1)? 48} ay = 0. 


Setzt man schlieBlich: 
a" = g ’ 


so geht die letzte Gleichung tiber in: 
(8) &6—1)9"@) + (@—v + 2)8—G+1)} vw) 
+4@+u—y+1)—wty+ ty =0 


Ftihrt man hierin ein: 
Neale 


w=a— BB, 
ya pi — 8 


so geht (8) in die Gleichung 1. (10) itber. 
Bezeichnet man demnach: 


| PI, s(wu)T,_ 9 (¥) 
(9) g(a, B, y, 2) =f — dw, 
0 


Wie eae 
so ist 
(10) [p(q, B, 7, 0) = Aa’ * F(a; B79, x”) 
| +B2'-’F(a—y+1, B—y+1,2—y, 2), 
wo A und B Konstanten sind, die noch ermittelt werden miissen. 
Um zur Bestimmung der Konstanten zu gelangen, gelte folgen- 
des.. Man dividiere (9) durch x’~-1 und bestimme den Grenzwert 
fiir « = 0; mittels 2. (7) erhilt man: 


. Pla, Bs 7, x) 1 le 
tim et = grein | ee ee ae 


pede teh Ouest 
0 
und dies wird nach 17. (26): 
ee gee) Ne 
SE eT Te 
vorausgesetzt, dafi das Integral tiberhaupt endlich ist. Vergleicht 
man diesen Wert mit (10), so sieht man, daB fiir y > 1 die Kon- 
stante B den Wert Null hat; dies gilt auch noch fiir y = 1, weil 


i Par ee eee 
4 : 


Darstellung der hypergeometrischen Reihe. 17; 


alsdann das zweite Integral der hypergeometrischen Differential- 


gleichung fiir x =O logarithmisch unendlich wird. Fir 2 <1 
erhailt man daher: 
a II(«—1) =e re 
(11) ACE B, 7, #) 9Y-¢- II(—8) I (y —1) a Fo, 63 9,a); 
vorausgesetzt, daB nach 17. (26): 
3 3 
e—B>— >, atB6<y, y>1 
ist. Die erste dieser Bedingungen kann wegen der Vertausch- 
barkeit von @ und 6 in der hypergeometrischen Reihe stets als 
erfillt betrachtet werden. Von den anderen beiden Beschrin- 
kungen kann man sich mit Hilfe gewisser Relationen zwischen 
hypergeometrischen Reihen, deren erste Elemente sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, befreien. Es bleibt nur die fiir die Endlich- 
keit der betrachteten Integrale nétige Ungleichheitsbedingung (4) 
bestehen, die jetzt tibergeht in: 


a>0 -und y=—a—pP—1>0. 


Die letzte Ungleichheitsbedingung war nétig, damit m zweimal 
differenziiert werden konnte; es bleibt jedoch selbst endlich, so- 


bald nur 
ald nur Ye ag toon 


ist; es liBt sich zeigen, daf auch hierfiir noch der obige Wert von 
@ erhalten bleibt. 


Ist « >1, so setze man. = iS und w# =v in (9), so findet 


man durch (11) den Wert von (a, B, y, “) in diesem Falle. Man 
erhalt schlieBlich folgendes Ergebnis: 


SO nee “S21 (@) Jg_3 
II(a—1), ie 
0 


(12) 


= W—Ate oD F(a, B, 7, 7) , 


(29) 


Liew J, -1@oF,_ 9 


e—t, Som oe 
0 


(13) 


— W(y—a« —1) T(«e— 


gl 2a@-1 


il 
aE (« yd. «—B—1,-5) (@@>1), 
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wenn weder «—f# noch y—1 eine negative ganze Zahl 
und sowohl « als auch y—a—f+1 gréBer als Null ist. 
Fir «= 0 bleibt (12) giiltig, mit Ausnahme des Falles 


3 
ae 

Fiir « = 1 bleiben (12) und (13) in Geltung und gehen in- 
einander iiber, sobald y—a—f>0 ist. Wenn aber y—a—B<O 


ist, so wird im allgemeinen das Integral fir «= 1 unendlich 
groB; nur wenn alsdann 


y—a+B=2m 


y=1 und zugleich oe + P> 


ist, wo m eine positive oder negative ganze Zahl mit Einschluf 
der Null bedeutet, erhailt man: 


TI(«@—1) I (y—a—B-1) 


(14) (pee -p@) 


er — p= aoe a 
z 2 TI (— 8) I (y — «—1) H(y—B —1) 
(y-—a@—-—p<0) 

und fiir y—aw—B=0: 
: 3 (re (3 >0) 
(15) [Fesp1OTn-p(@de= te ioc ae (e£0) 


0 


Durch Spezialisierung von «, 8 und y ergeben sich aus den 
Gleichungen (12) bis (15) eine groSe Zahl mehr oder minder in- 
teressanter Formeln. Als Beispiel setze man: 


so ergibt sich: 


(oe a _» e :) (ss 


0 


Veo (3) : 


ee ae 
E- 


a a Se a 


Spezielle Falle. 719 


oder mit Benutzung von 1. (16) und (18): 


ee Pete) 
ae) 4' 

COS —2 

SS eyretetnd 8 


ee Falle «<1 setze man s=sing, dann erhilt man durch 


ro: 
(17) ake (w) cos (w sin y ee =e. Gee 


0 
Ganz entsprechend liefert die Annahme: 
v+1 y—1 3 


in Verbindung mit 1. (8): 


(18) J so)sn(using) 8 See (#5723) 


Setzt man in (17) p =O, so erhilt man die Gleichung 17. (25), 
fiir v= 0 folgt aus tee) 


‘ :; ee 
(19) i J(u) sin (w sin ¢) <= = 
6 


wiahrend fiir x >1 sich ergibt: 


wo 


(20) EZO sin (ua) — ; : 


0 


IV. Abschnitt. 


Das Additions- und das Multiplikationstheorem 
der Besselschen Funktionen. 


20. Das Additionstheorem. der Besselschen Funk- 
tionen. Aus dem Taylorschen Satze erhalt man: 
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Durch Benutzung von 4. fore findet man: 


ey) ->(3 Pues err 


Um hierin die Summationsorduung so vertauschen zu kénnen, daB 
die Besselsche Funktion vor die innere Summe tritt, mu man 
die rechte Seite in zwei Teile — fir gerade und ungerade 
Werte von p — zerlegen; beachtet man ferner, daB man in der 
inneren Summe wegen der beiden Nennerfaktoren dem Buchstaben 4 
die Werte von — o bis + o erteilen darf, so findet man: 


C2) + 20 ; Z 
y \*P ey 
J,(e+y) = » (2) | TA H(2p— 3) J, op 4218) + 


p=v A= 
Sa A ai a ee cot) axa 
i (5) >) Wep—T Fh) r—tpg2i—1 


p=0 A=—8 


Wahlt man in den beiden inneren Summen 4 — p statt 4 als 
Summationsbuchstaben und kehrt alsdann die Reihenfolge der 
Summationen um, so findet man: 
+a (Y 
iy ee 


J,(a + y) -S ae (p +a T(p —d) 


A=—0 p=0 
(— pera (Zen 


2 


+S Fan D1 IT(p +4) (p—i +1) — 


4=—@ 


Fiir die negativen Werte von A mit Hinschlu8 der Null kann man 
in den inneren Summen die untere Grenze auf — 4 erhéhen; fiir 
die positiven Werte von 4 gréfer als Null kann diese untere Grenze 
auf 4 resp. 4 — 1 erhéht werden. Fiihrt man dementsprechend 

p+ oder p—A resp. p —A4 +1 als Summationsbuchstaben 
ein und ersetzt schlieBlich in den negativen Teilen 2 durch — 2, 
so bekommt man: 


a 


Reiken fir J, (a+ y) a aye ap het: 81 


y 2Qp+22 
(=) 


L= p=0 


apes 
+ PAG Tipp +30 


x {ye 
FDI OO 1 IIp HI (p + 22 + 1) 
y \2pt+22-1 f 
+> v432-1(2) et rp La 


Indem man nun wieder die entsprechenden Teile mit geraden und 
ungeraden Werten von 4 zusammenfaBt: 


y 44+2p 
(3) 


J (a+y) = eS 1)? Fp IT(h Lp) 
A= 0 p=0 


y \A+ 20 
lg 1) al) SIC Lye eo 


Nach 2. (7) sind die inneren Summen J,(y), so daB man findet: 


(1) J. y(@ty) Pm Oh (y) SSE 1) J, (2%) Fz). 


A= 4=7 


Mit Benutzung von 3. (3) kann man diese Gleichung ktirzer 
schreiben: 

(2) J, (a +y) -S7 a COLACIE 

Bei der Ableitung dieser ee wurde von Higenschaften der 


Besselschen Funktionen nur die Formel 4. (9) benutzt, die ebenso 
fiir die Funktionen zweiter Art gilt; demnach erhilt man ebenso: 


G3). Voy) = ea 3 OI,yY) Phos 1p 4 2(2) I, (y) 
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oder 
+ 2 
(4) Y@+y=SY,u@hw. 


A=-@ 


Die Gleichungen (2) und (4) werden ais die Additions- 
theoreme der Besselschen Funktionen bezeichnet. 

Um nun iiber die Konvergenz der gewonnenen Reihen zu ent- 
scheiden, hat man die Werte zu ermitteln, die die Besselschen 
Funktionen annehmen, wenn der Parameter in positivem oder 
negativem Sinne tiber alle Grenzen wichst, oder anders ausgedriickt, 
wenn das Argument im Vergleich zum Parameter sehr klein wird. 


Die Definition 2. (7) zeigt, daB alsdann J,(”) gegen ne kon- 
vergiert. Bricht man daher die zweite Summe in (1) bei einem 
gewissen groBen Werte 4=A, ab, so wird der Rest gegen 
2 ; ytai a 
R, = > 14 a Z konvergieren. Nun ist: 
i, gO SS TPLIE met) 
= | e 


. z\ x (a y)* 
SUP ag ren 
a e _— oa) "TTL TT @ 12) 


Der Ausdruck unter dem Summenzeichen stimmt tiberein mit dem 
der Besselschen Funktion J, V xy), und es konvergiert daher der 
Rest R, mit wachsendem 1, gegen Null. Entsprechend erhilt 


man fiir den Rest Rk, der ersten Reihe: 


R= Coe Paes to 


A=hA, 


= (3) se CY can lS) 
2) Ir, ‘ TAT (~—2) \a 


A=, 


Diese Reihe stimmt mit der binomischen Reihe fiir ( f — #) 
\ 


tiberein; es wird daher R, gegen Null konyergieren, sobald der 
absolute Betrag von y kleiner oder gleich dem yon « ist unter 
der Voraussetzung, dai vy eine positive Zahl ist. 

Die erhaltene Entwicklung (1) ist also konvergent, sobald 
'y| <|#| ist; wenn aber im speziellen y eine positive ganze Zahl 


ne 


Entwicklung von J, (xy). 33 


ist, so ist wegen 38. (3) diese Entwicklung fiir alle Werte von 
¢ und y konvergent. 
Fir v = O erhilt man im speziellen: 


ee ole + 9) =Jo(2)Io(y) + 2 1) F, (2) F,(y) 


© WEt+y=-W)AW)+ 236 YUE 
und fiir v= 1: 
@ Fe+)=F@)Iy) 

SE 1-1 — FO) 


A=1 


= — Jy (a) TIo(y) + 2>(- 1)°-* Fy (#)F,(Y) » 


(8) Yi@ty)=—¥(@)Fo(y) sae SS 1)! *Y; (2) Jn(y) - 


21. Das Multiplikationstheorem der Besselschen Funk- 
tionen. Aus der Definitionsgleichung 2. (7) erhalt man: ” 


“LY v+2z 
(y) 


J,(ay) = y | Ce IIx II(v +x) 
“~=0 
ee ANY 
Multipliziert man mit (F) , so findet man: 


(3) %@u) = pa * mers ees 


Durch Benutzung von 15. (9) ergibt sich hieraus: 


CE). = SS SSE GY el 


Setzt man in der inneren Summe 4 an Stelle von x + 4, so wird: 


(F )'J,(ey) = =e ak v > m= ee) tes J, 4.9(@)- 


x=0 
6* 


v+2% 
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Durch Vertauschung der Summationsordnung folgt: 


G) 760 = SG) Vue) Sas 


~ C7 SY as. 


£=0 
oder: 


eo ie 24 7 
(1) J, (xy) =~ SY (5) Tyg (t) = 
A=0 


Diese Gleichung kann man als das Multiplikations- 
theorem der Besselschen Funktionen erster Art be- 
zeichnen. 

Durch Benutzung von 4, (6) 14Bt sich (1) in eine ganz, 
andere Form bringen. Hs ergibt sich: 


eo) a ae 7 
Le) = 1,0) 5 


2=0 
y U(k—-x) (vy +4 — x —1) (a \ 2 
— z% —— — 
<>'( 1) linia —2) io Lyte) 
x=0 
= 1 — y)* 
—¥3,_,(@) SS? 
4=0 


, Wa —* —1)N (vy +i—x—1)/9\2u41 
aoe 1) TTxIT(a ae 2x =e T(y + *) (3) : 


Der Faktor von y’J,(a) laBt sich durch Vertauschung der 
Summationsordnung in die Form bringen: 


a\2z 
= 5 iG) SH Allie 1) as 
NS 1) Tie hehe Th TG 3.0) (ly) 
x=0 


) a 
A= 
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Setzt man in der inneren Summe 4 statt-4— 2x, so wird sie: 


SIA + x) (w+ * +4—1) 
> Sr eT eas ees am a 
=0 

= y?)2 IT IT(v + x— 


T(2x) 


1 
LoatPmle lene v, 2%-+-1,1—y?) 


nach 1. (25). Ganz ebenso laBt sich der Faktor von y’J,_,(z) 
behandeln; wenn man die gefundenen Werte oben einsetzt, findet 
man: 


(2) J, (xy) = y'J,(«) 
2 2\ 2" (1 — y2)?% 
Sa (Ge rete td 
Z=0 
+ y"F,_1 (a) 


wo [2% Soped AS n22z—-1 2 
> ( 1)* (F) mee F(x, %+,2x,1—y?). 
0=1 


Wegen der mannigfachen Transformationen, die zwischen hyper- 
geometrischen Reihen bestehen, laBt die rechte Seite sich in viele 
andere Formen bringen. Man kann ferner nur mit Zuhilfenahme 
der in 4. zusammengestellten Rekursions- und Differentialformeln 
zeigen, daB die rechte Seite in (2) der Besselschen Differential- 
gleichung geniigt. Es wird daher auch diejenige Funktion, welche 
man erhilt, wenn man Y, und Y,_, an Stelle von J, und J,_, 
auf der rechten Seite schreibt, eine Lésung der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung sein; dadurch, daB man schlieBlich y = 1 setzt, 
findet man, daB dies die Lisung Y,(xy) ist. Also erhalt man 
eine neue richtige Gleichung, wenn man iiberall in (2) statt der 
Funktionen erster diejenigen zweiter Art einftihrt. 

Multipliziert man (2) mit Y,_,(v) und die Gleichung, die 
aus (2) durch Hinfiihrung der Besselschen Funktionen zweiter 
Art entsteht, mit J,_,(~) und subtrahiert die erste von der 
zweiten Gleichung, so folgt: 


(3) Y,(xy)J,_1(@) — J, (ay) ¥,_1 (#) 


2 <a : 2x je 2x , 
ae 1)" (3) Cee, F(a+1,2+, 2%+1, 1—y’) 
z=0 


2 II(2%) 
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und zwar mit Hilfe von 18. (4). Ganz ahnlich erhalt man: 
(4) J, (xy) ¥,(x) — Y,(ay)J, (a) oe 


Spesit GS 22%—-1 
=-y' Dae Lyf (5 ) Te 1) F(x,» +4, 24, 1—y"), 


Es 1aBt sich noch eine andere Form des Multiplikations- 
theorems finden. 
ay vy+2xz 
() 


Benutzt man in: 
—_ ‘ 
J, (ay) = p2 Ce enieean 


die Gleichung 15. (1), so erhalt man: 


J,(ay) iG 1)" Sea 


2x +21) O(y+2x+4—1 : 
Sy + % a x Li ee 


A4=0 


Auf eine Art, die schon mehrfach in ihnlichen Fallen benutzt 
worden ist, ergibt sich hieraus: 


yt 2h ; 
J y(2Y) Sa / Sm Sy Ty 499(2) 


2 
(y+4+%—1)TI(x—i—1) g, 
<> Nea tiCe ae ys 


x 
I 
i 


also nach 1. (25): 


(5) 


oo v DDG ME ieee , 
2) — DY, dg) FO Fi, 1,041 


A=0 


Speziell fiir vy = O und 1: 


Jo (xy) as Jy(x) ce 2 SIo.(%) FA, + A, 1, y”) 
(Ba) h =i. 


Jy(zy) =y S(214+1)5g,,,(@) FA+1, —A, 2,9’). 
24=0 
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Da die hier auftretenden pupergeometnischen Reihen ganze Funk- 
tionen (A)-ten Grades von y” sind, so sind diese Formeln, ebenso 
wie Gleichung (1), fiir jeden aa al y direkt zu bengal 
Sie kénnen Bee tease dazu verwendet werden, um die Funk- 
tion J, fiir gebrochene Werte des Arguments zu berechneus wenn 
sie far ganzzahlige Werte « bekannt ist, 


V. Abschnitt. 


Verlauf und GriéBe der Besselschen Funktionen fiir gewisse 


Werte des Arguments und Parameters. 

22. Die Funktionen J, und Y,- In den folgenden Num- 
mern soll versucht werden, nach Méglichkeit ein Bild zu ge- 
Winnen von dem Verlaufe und der ungefihren GréBe der Bessel- 
schen Funktionen. Hierbei hat man natiirlich wesentlich zu unter- 
scheiden, ob das Argument x reelle oder komplexe Werte be- 
sitzt; der erste Fall ist der wichtigste und zugleich einfachste, 
weil bierbei das Argument eine einfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Werten zu durchlaufen hat. Neben diesem Hauptfall 
sollen von den unzahlig vielen anderen Fallen nur zwei der Be- 
trachtung unterworfen werden, niimlich erstens der Fall, daB das 
Argument rein-imaginire Werte besitzt oder, anders ausgedriickt, 
die imaginire Achse der Zahlenebene durchliuft, und zweitens der, 
daB der reelle gleich dem imaginiiren Bestandteil des Arguments 
ist, oder daB dieses die Halbierungslinie des Winkels der reellen 
und imaginaren Achse durchlauft. 

Um die Vorstellungen zu kliiren und an Bekanntes anzu- 
kniipfen, werden zunichst die Funktionen 


(1) J ,(#) = Ve sing und Y, (2) = ee cos x 


betrachtet. 

- Gibt man in diesen Funktionen dem Argumente 7 positive 
reelle Werte, so erhilt wegen der Quadratwurzel jede Funktion 
zwei reelle Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 
Denkt man sich das Argument als Abszisse, die zugehodrigen 
Funktionswerte als Ordinaten gezeichnet, so werden die beiden 
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‘Kurven, die den beiden Vorzeichen der Quadratwurzel entsprechen, 
symmetrisch gegen die Abszissenachse liegen. Man wird daher ein 
vollig klares Bild des Verlaufs der Funktion haben, wenn man 
nur die eine Kurve, z. B. die zum positiven Werte der Quadrat- 
wurzel gehérige, genau verfolgen kann. Unter dieser Annahme 
erkennt man aus (1) und den bekannten Eigenschaften der tri- 
gonometrischen Funktionen, dab J, fiir « = 0 den Wert Null hat 


und mit wachsendem « zuniichst positive Werte annimmt, fiir 
% = aber wieder Null wird, dann negative Werte erhalt, bei 
” = 2 abermals verschwindet usw. Geometrisch wird J, durch 


2 

eine Wellenlinie dargestellt werden, deren Knoten in den Punkten 
x=0, m, 2a,... usw. liegen. Diese Wellenlinie unterscheidet 
sich aber von der gewéhnlichen Sinuslinie wesentlich dadurch, daB 
die Amplituden der einzelnen Schwingungen fortwiahrend ab- 
nehmen, so daB diese allmihlich abklingen, wie dies in der Figur 1 
der Tafel, die am Ende dieses Buches sich befindet, veranschaulicht 
wird. Aus (1) folgt: 


; ; 2 2xcosx— sine 
2) ed ee age 

Die Nullstellen dieser Funktion lietern die Maximal- bzw. 
Minimalwerte von J,, d.h. die Stellen gréiiter Abweichung von 


der Abszissenachse. 

Die Gleichung 
(3) 2xcosa — sing = 0 
besitzt nur solche Wurzeln, woftir cosaw und sinw gleiche Vor- 
zeichen haben, d.h die Wurzeln liegen zwischen kx und (k+ 4)z, 
wo k eine beliebige positive Zahl mit Einschlu8 der Null bedeutet. 
Die erste Wurzel x = 0 von (3) kommt nicht in Betracht, weil 
hierfiir J, unendlich groB wird; aus (3) folgt: 


tg x = 22. 


Da die rechte Seite mit wachsendem x stetig zunimmt, die linke 
Seite aber in den ungeraden Quadranten periodisch dic positiven 
Werte von 0 bis cO annimmt, so wird in jedem spiteren Qua- 
dranten der Wurzelwert der Gleichung niher an die obere Grenze 
des Quadranten heranriicken. Daraus erkennt man, daB die héchsten 
und tiefsten Stellen der Wellenberge unserer Kurve etwas vor der 


WAS See 
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Mitte zwischen den Knotenpunkten sich befinden, aber dieser Mitte 
mehr und mehr mit wachsendem x zustreben, ohne sie je ganz zu 
erreichen. 


Ahnliche Betrachtungen iiber Y, und dessen Ableitung: 


4 
; 2 —2exsin x — cosa 
(4) SLES | Ne ea OL 
4 aa 2% 


ftihren zu folgenden Ergebnissen. 


Fir «= 0 wird Y, unendlich wie — und wird fiir kleine 
zy xv 


positive Werte von x zunichst positive sehr groBe Werte besitzen, 
. Fa ‘ % 4. 
mit wachsendem x aber vorliufig abnehmen, fiir x = Ce die erste 


Nullstelle besitzen, alsdann ins negative Gebiet eintreten, bei 
% = 3m abermals verschwinden und nun in &Shnlicher Weise wie 
J, in Schwingungen mit allmiihlich abnehmender Amplitude ver- 


% 
laufen, die also éhnlich abklingen wie die Schwingungen von J, ; 
die betreffende Kurve ist ebenfalls in Fig. 1 gezeichnet. : 
Zwischen = und m erreicht Y, ein erstes Minimum, die fol- 
t 
genden héchsten und tiefsten Stellen der Wellenberge liegen wieder 
stets etwas vor der Mitte zwischen den Knotenpunkten und streben 
mit wachsendem x mehr und mehr dieser Mitte zu. Der absolute 
Wert beider Funktionen ist stets kleiner oder héchstens gleich 


dem von vee d. h. es befinden sich die Funktionswerte stets 

zwischen den beiden gegen die Abszissenachse symmetrischen 
2 

Zweigen der Kurve III. Ordnung zy? = a die in Fig. 1 durch 


die gestrichelte Linie angedeutet ist. Wahrend ftir Y, diese 
2 


Funktion Ae als obere Grenze fiir alle positiven reellen Werte 


von # betrachtet werden kann, bleibt natiirlich J, fir 7 < ~ er- 
heblich unter dem Werte dieser Funktion. : 
Ist ~ eine negative reelle Zahl, = — #, so wird: 


CD)) J, (@) =— iF, (#) und ¥,(#) =1tj Y,@); 
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die Funktionen werden also rein imaginiir, unterscheiden sich aber 
von den eben betrachteten Werten nur durch den Faktor +4, so 
da8 tiber ihren Verlauf nichts weiter zu sagen ist. 

Ist aber x eine rein-imaginire-Zahl, «=ir, so wird das 
Bild ein ganz anderes. In diesem Falle wird: 


; Oe Nelsen, a 
J, (ir = V2: sin er) =| ae ar (& — e-*) 


Nun ist: 


so daB man erhilt: 


J, (ir) = = Seog | a? 


J, nimmt also komplexe Werte an, so daB die reellen und 
OF 


imaginiren Teile gleiche Zahlenwerte haben. 
Setzt man zur Abkiirzung: 


/ / Vie Wes nec aes 
(6) RO. ) are ae 
so daB also: : 

(7) J (ir) = T(r) 


wird, so ist J, eine Funktion, die fiir » = 0 verschwindet und 
fiir positive Werte von 7 selbst positiv ist und stets zunimmt. 
Denn es ist: 

’ ak a 3 ) aS 
(8) 1 (r) (ar ye a (2r ayes 

By 4/Vaur 


Der Ziihler dieses Bruches wird niemals Null; -fiir 22 > 1 ag 
dieses ohne weiteres klar; fiir einen bestimmten Wert von 2r <1 
miiBte sein: 


ft 1 Sim 2r . © © { 
erm EST 1$2(27) + 22rP L200)" F 
Die einzelnen Glieder dieser Reihe sind aber vom zweiten an- 
fangend griéBer als die entsprechenden der Exponentialreihe, so 
daB die Gleichung nie bestehen kann. 


— 


a ee Te a ey ey ee ee eee ave 
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Wachst r unbegrenzt, so nimmt auch J, unendlich groBe 


Werte an. t 
Ahnlich ergibt sich: 
ee ra % 
¥,Gr) = =. cos (ir) = (e" + e7”) 
dee jet 
Bier Venn ees 
Setzt man: 
ag 

(9) L@)=4VEe+0), 
so wird: 


(10) (ir) = (1a) £0). 
Fiir rein-imaginire Werte des Arguments wird demnach Y, 


komplex, und zwar so, daB die reellen und imaginiren Teile ent- 
gegengesetzt gleiche Zahlenwerte haben. Fiir r=0 wird L, wie 


2 
—— unendlich, fiir positive Werte von 7 nimmt ZL, selbst positive 
is 
Werte an, und zwar nimmt Ue mit wachsendem r zuniichst ab. 


Es ist: 


at 
2 


(Qr—1)e” —(2r+ 1) e 


ef =e 
3 ) 47 Vzr 
Fur denjenigen Wert von r, wofiir: 
oir oe Qr+1 
PP 


ist, besitzt L, ein Minimum; es findet dies statt fir r= 0,77170--- 
Von diesem Werte an wichst Z, unbegrenzt und wird fiir unend- 


lich groBe Werte von r selbst unendlich. 

Wahrend fiir reelle unendlich groBe Werte des Arguments 
beide Besselsche Funktionen verschwinden, werden fiir rein-imagi- 
nire, unendlich groBe Werte beide Funktionen unendlich groB. 
Aber auch in diesem Falle la8t sich eine Lésung der Besselschen 
Differentialgleichung finden, die im Unendlichen verschwin- 
det. Zu diesem Zweck hat man J, und Y, mit solchen Faktoren 


$ + 
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zu multiplizieren und zu addieren, da8 dabei die Funktion e” fort- 
fallt; man findet so die Funktion: 


(11) (1+) ¥,-G-)s,= 


a 


2 
V wr 
die nattirlich noch mit eimem willkiirlichen konstanten Faktor 
multipliziert werden kann. 
Ist schlieBlich x eine beliebige komplexe Zahl, so kann sie 


stets in die Form «= (r, #) =r(cos@+i sin #) gebracht werden. 
Liegt x auf der Halbierungslinie des Winkels beider Achsen, so 


—7r 
é ? 


hat man o=4 zu setzen; dieser Fall soll als Beispiel fiir den 


allgemeinen Fall dienen. Es ist: 


T(r, 7) ei pes . (cos ; i 2 sin *)F sin Ee +a] 


= 2 ( ae n=) 
== eps ae a isin 
é ir r ? 
>< (sin cos —= + cos —— sin -) 
V2 V2 V2 


1) 8 8 


1 @ 7 Lo kenge 
=> |= (cos = — i sin | 


Mier erhalt man fiir J, komplexe Zahlen, deren reelle und 
imaginire Bestandteile véllig verschieden sind. Ftr + = 0 wird 
J, (0, +) = 0, fiir unendlich grofe 7» wird auch J , unendlich 

wy * 
groB; fiir gewisse Werte von y kann der reelle, fiir andere der 
imaginire Bestandteil verschwinden; zugleich aber kénnen beide 
nicht verschwinden, denn sin w hat keine komplexen Wurzeln. 


y 


ee nee eee Se, 
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Fiir die Besselsche Funktion zweiter Art ergibt sich: 


Wy (02) — SVE [oe (+E) 07 bom Be 


(13) Ce ee ee eee 
~ isin + Ze? sin ("Ze vi}. 


Es li8t sich leicht zeigen, daB aus beiden Funktionen eine 
neue gebildet werden kann, die im Unendlichen verschwindet, 
namlich i-J, + Y,. 

2 2 - ‘ 
28. Die Funktionen J, und Y, fiir positive reelle Werte 
des Arguments. Aus den Reihen 2. (7a) und (7b): 


me ai sie 


; Lv 2 4 
(2) Iya) =—J)(«) = 3 {1 sit are 
2° N 


Brie alee 
erkennt man, da8 J)(0)=1 und da fir ~<2 die Reihe 
positiv ist, weil, wenn man in der Reihe fiir J) je zwei auf- 
einanderfolgende Glieder zu einem Gliede vereinigt, die neue Ent- 
wicklung nur positive Glieder enthalt. Aus der zweiten Reihe 
erkennt man, daB J,(«) fiir Werte von «, die kleiner als 2/2 
sind, mit wachsendem x abnimmt. Genaueres tiber den Verlauf 
von J,(~) laBt sich aber aus 11. (4) ablesen; diese Gleichung 
geht fiir v = O tiber in: 


. @ 
9 sin (2 a 3) 
3 Jf ¢) = — Se | ; 
(3) (2) 7% sin o Vcos @ i 
0 

Alle im Integranden auftretenden Funktionen sind positiv mit 
Ausnahme der Funktion sin (2 + $); die sowohl positive als nega- 
tive Werte annehmen kann. Ist <<}, so ist daher das Inte- 
gral positiv; ist dagegen x > m, aber x < 1}m, so ist der Sinus 
negativ d.h. Jo(w) negativ. Es liegt also die erste Nullstelle 
von J,(a) zwischen # = $7 und x = =. 
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Setzt man allgemein: 
o=(k+e)q, 
wo k eine positive ganze Zah] mit EinschluB der Null und ¢ einen 


positiven echten Bruch bedeutet, so wird: 


a 
2 


a (ex + $) 


: em 22 cotgH | gy. 
sin @ Ycos @ 


(4). Ij(a) =(~ 1 = 


0 
Ist e < }, so wird Jy positiv sein, wenn k gerade ist, und negativ, 
wenn i; ungerade ist; ein Zeichenwechsel d. h. eine Nullstelle von 
Jy(@) kann nur eintreten, wenn ¢ zwischen 3 und 1 liegt. Dieses 
Intervall lift sich aber noch verengern. 
Setzt man 
3+ 8’ 
re 


é-=> 


wo «<1 ist, so wird: 


Ronee ee (a) 
sin (f+ pee >) 


a en 2x cotgw do 


eel)? = Jo(x) aH 


sin @ V cos @ 


mm 
2 
q 


ey he a ra) 
sin (7+ oa 4) 


a“ 


- : em 2X COtE O Coy 
sin oY cos @ 


F) : 
sin (7 as 3) 
eh ee ES ed 

(5) = 4 —_ 2 = em 2X Cots J Gs 


sin oV cos re 


: (= °) 
pba {fs a 
as 4 2 e7 2xtEo dey, 


A cos m Ysin @ 
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Jedes dieser beiden Integrale ist positiv; bezeichnet man das 
erste zur Abktirzung mit gy, das zweite mit w, so ist: 


5 aE 
4 GQ—&’) > 

. beige Ree 
sin (1 — e’) 7 sin (1 — #’) = em 2x cotgw 
. go< aa a) do 
— sin? @ 
; V cos (t—e) = 
‘ 2 
4 0 
j 

E sin (1 — e')— sin (1 — e’) — 

me (6) <4 ge arg S 

3 20]/ cos (eso 

2 

3 gin (1 — ¢’) aoe y 

; 4 one 

4 = aig ie 

22|/ sin 22 

2 
Ferner ist: 
en 
com 
1 a (290 @ 
= oa SS SS S| SS sin (2 2) do 
id Max - (cos @ sin we” ©”) . z 
0 


wo der im Nenner stehende Ausdruck den gréBten Wert der ein- 


geklammerten Funktion im Intervall von 0 bis “. bedeutet. Der 


nach @ genommene Differentialquotient von cos w Vsin w e?* 8” ist: 


(4@ — sin 2@) sin @ + C08°@ or tem 
a re 3 
2 cos @ Ysin o 
er ist also positiv, sobald « > 4 ist. Da diese Bedingung schon 
fiir die erste Nullstelle (~ > #2) erfiillt ist, so nimmt die obige 
Funktion im Intervall 0 bis = bestiindig zu und erreicht dem- 


nach’ an der oberen Grenze den gréBten Wert. Es wird also: 
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(7) 


Befindet sich x = (x + z = : ) m vor einer Nullstelle von Jy(x), 


so ist m — w positiv; liegt aber x nach einer Nullstelle, so ist 
o — w negativ. Aus den eben berechneten Werten ergibt sich, 
daB diese Differenz sicher negativ ist, wenn: 


ee 70 - a4 a1 
4 sin’ —- sin (1 — #) 7 cos—9- 
> 8 1 ze Q 
cos 
ist, oder wenn: 
ea 


. ae ? 
sin (1— #) 7 Oe ee 
(8) Pip eae atin 


De ce 
8 sin? — 
8 


Priift man diese Ungleichheit auf ihre Richtigkeit fiir «° = 4, so 
nimmt die rechte Seite den Wert an: 


sin = cos? — cote = cos? — cos” z 
8 dy oie iG Lily fe ea 
A v4 ce, 4 eo a _ = = = on : 
8 sin? — 4te- 8te- 
= ie ‘8G 1B 6 


Nun ist tg a SSS oa demnach wird der Bruch kleiner als =. Die 


2 
Ungleichheit « > 2s ist aber fiir die erste, also auch fiir alle 


folgenden Nullstellen erfiillt; folglich erhilt man den Satz: 

Die positiven reellen Nullstellen yon Jy(x) liegen 
zwischen (k + $)mw und (k+ 1)m, wo k alle ganzzahligen 
Werte mit Hinschlu8 der Null durchlauft. 

Hieraus erkennt man, daB die Kurve, die Jo() darstellt und 
die in Fig. 2 gezeichnet ist, ihnliche Wellenform besitzen wird 


OE Se ee ee ee eee 


a 
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wie J 4(2). Wihrend aber bei J. 1 die Knotendistanz stets a be-. 


tragt, ist sie bei J, variabel, und zwar kleiner als x. 

Es sei, um dies zu zeigen, § = (x -L a eine Wurzel 
von Jy(x) = 0, so ist fiir kw < a < § der Wert von (— 1)'J, (x) 
positiv; iiberschreitet x den Wert &, so wird dieser Ausdruck 
negativ. Wenn (— 1)'J,(§+ 2) wieder positiv ist, so ist die 
obige Behauptung richtig. Nun ist nach (5) fiir diesen Wert 
von €: 


nm 
Gh Se 
a 2 ,, 
ae (F & o 
Wt Bg ee 
4 4 2 s 
(9) ~ ee ez 2Ecotgw do 
sin w Ycos 
0 
e' 72 
re 
<) 


e830 (a) 
sine 
Wry 


e- 2518 gy 
cos @ Vsin @ 


und: 
€ 7 
2 
& Ww (0) 
sin (F-4) 
(2B 2 I(§ +n) = ——/ e246 +7)t8 day 
2 cos » Ysin a 
0 
Qs) e 
(3 & 7 +) 
sin | — — — — — 
DY petal ey eae 
e sina Vcos@ 
0 


Nun ist sofort ersichtlich, daB das erste Integral der letzten 
Gleichung gréBer ist als: : 


e2t 
rove 
; OS Gh fo) 
—anigh fh Geary, ete 
e 2 ESSN, 


cos a Ysin a 
0 
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und das zweite kleiner als: 


e 
' ; (4 coe) 
eazy sin | — — ——_ — —— 
~22ntg— 4 4 2 ot 
e 2 Utes a 


sino / cos @ 


und diese beiden Ausdrticke sind nach (9) einander gleich, somit 
ist (— 1)*J)(€ + x) positiv. 

Aus (8) sieht man, daB «’ um so kleiner gewiahlt werden 
kann, je gréfer x ist; es werden also die héheren Nullstellen 
immer niéher an (k + $¢) heranriicken, jedoch so, da die 
Wurzeldifferenz stets kleiner als 2 bleibt. 

Genau die entsprechenden Betrachtungen lassen sich an die 
aus 11. (5) folgende Gleichung: 


aL 


@ 
9 cos (2 + =) 
(10) x; (x) ee SS ee 2 COO 
e 


sin w cos 


0 


ankntipfen, und man erhilt: 


Fiir sehr kleine positive Werte des Arguments hat Y,(a) sehr 
groBe positive Werte und nimmt ab; die erste Nullstelle liegt 


‘ 1 3m x : 
zwischen #—= | und #=--. Die Kurve, die Y)(«) darstellt, 


nimmt nun einen ihnlichen, wellenférmigen Verlauf wie die von 
J(x), und zwar verschlingen sich beide Kurven in dhnlicher 
Weise wie die Sinus- und Kosinuslinie und wie es in Fig. 2 zu 
erkennen ist. Die reellen positiven Nullstellen von Y)(a) 
liegen zwischen (k++ 2)a und (k + 2)a, wo k alle ganz- 
zahligen Werte mit EinschluB der Null durchliuft. Der 
Unterschied zweier aufeinanderfolgenden Nullstellen 
ist kleiner als a, konvergiert aber mit wachsendem k& 
gegen 7. 

Aus 11. (4) und (5) findet man fiir den absoluten Wert B, 
von J, sowohl als auch von Y, die Ungleichung: 


4 a ‘ ul ’ 
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ee 
2 

gq? tig cos? = 

= = ; 8 29 — 2xcotgw 1 
eae wie & da. 
V xv — 4) sin @ 
0 


Setzt man nun: 
2a cotg @ = u, 


so geht diese Ungleichung iiber in: 


iv.2} 


1 ye eee eS 
eg ey 7 (447 + u?)? Fda. 
5 pg gaee | ours i 


0 


Ist v <4, so ist der Exponent des letzten Faktors negativ, es 
wird also sein Wert mit wachsendem wu abnehmen und fiir u=0 
am groBten sein; daher wird: 


(oo) 


(2a) Paves 
B = - u 4 1 
Ee cares | u *du (—t<v<+4). 


0 


Das hier auftretende Integral ist nach 1. (28) gleich I/(v — 4), 
so dai man erhiilt: 


eee J 
(11) peal (—4<v<+). 
Hieraus folgt, daB sowohl Jy als auch Yj) fiir positive reelle 
Werte des Arguments zwischen den beiden Zweigen der schon in 
) 
22. erwihnten Kurve vy? = = verlaufen. 


24. Die Funktionen J) und Y, fiir negative reelle 
Werte des Arguments. Aus 2. (7) folgt: 


(1) Jy(— 2) = Jy(@); 


d. h. Jy hat fir negative Werte des Arguments dieselbe GréBe 
wie fiir positive; aus 12. (6a) folgt aber: 


(2) Y(— 4) = Yole) — 22k + 1)iK (0), 
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weil bekanntlich 


os log (— #) = log + log (— 1) = loga + (2k + 1) ni 
ist. 

Hierin tritt die unbestimmte ganze Zahl & auf, woraus her- 
vorgeht, daB Y, und ebenso Y,, nicht eine eindeutige, sondern 
eine unendlich vieldeutige Funktion ist wegen des Logarithmus, 
der darin auftritt. Mit demselben Rechte wie die bisher be- 
trachtete Funktion Yo, die fiir positive reelle Werte von » selbst 
reell war, hatte man auch eine Funktion Y, wihlen kénnen, die 
komplexe Werte fiir positive reelle Werte von 7 annimmt; nim- 
lich eine Funktion, die von unserer Funktion um beliebige ganz- 
zahlige Vielfache von 4iJ) sich unterscheidet. 

Derjenige Wert von Y,, der fiir positive reelle Werte von 7 — 
selbst reell ist, heift der Hauptwert von Yj; von ihm allein ist 
bisher die Rede gewesen, und auch spiter wird unter Y) immer 
der Hauptwert dieser Funktion gemeint. 

Y,(— x) unterscheidet sich nach (2) von dem entsprechenden 
Werte fiir positives Argument um ein ungerades Vielfaches von 
2iJ,(x); als einfachsten Wert dieser vieldeutigen Funktion kann 
man wiihlen: 


(3) Y¥y(— #) = Yo(a) — 2tJ)(x), 


wo unter Y) der Hauptwert zu verstehen ist. Man erkennt hieraus, 
daB ftir negative reelle Werte des Arguments die Funktion Y 
komplex wird und da der reelle und imaginire Bestandteil nach 
(3) in einfachster Weise aus den Funktionen Y, und J, erhalten 
wird. Nur an den Nullstellen von Jo (x) oe die Funktion 
Y,(—«) reell; an denen von Yj(x) wird sie rein-imaginiir. Null- 
stellen besitzt Y)(— x) nicht, da J, und Y, niemals gleichzeitig 
verschwinden. 
25. Die Funktionen J) und Y, fiir rein-imaginaére Werte 
des Arguments. Wie dan Verlant der Funktionen chs und Y, 


fiir rein-imaginiire Werte des Arguments vollig verschieden ist 


von dem fiir reelle Argumente, so auch bei Gn Funktionen J) 
und Y,. 


Zuniichst erkennt man aus der Definitionsgleichung 2. (7): 


w\2A 
(1) Jy (ia) -y al 
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daB Jo(ix) eine positive rellee GréBe I(x) ist, die mit wachsen- 
dem x wiichst. 
Aus 6. (13) folgt: 


ei | Say 


Aus diesen Integralen ergibt sich leicht: 
1 ae =i 
DO ae Cae), 


d.h. mit wachsendem x nimmt J,(ix) ahnlich wie die Exponential- 
funktion zu. 

Zwischen J,(ix) und den Funktionen mit reellem Argument 
bestehen einige Relationen. Aus 21. (1) folgt fiir y=7 und 
y=0: 


co ay) 
(3) L@=>FL@ 
und aus 21. (5a): : 
(4) Iy() = Jy(a) + 2 >) Joi(2)- FQ, —2, 1, —1). 
Z=1 


Sind die Werte der Funktionen /J,, bekannt, so kann man mit 
der letzten Formel die Funktion J,(ix) fiir nicht zu groBe Werte 
von x ziemlich bequem berechnen, wenn 


FQ, —4,1,-—1) =a, 
bekannt ist. 
Fir diese Zahlen gilt die Rekursionsformel: 
(24—1) (4+ 1)a,,,— 4(8V—1) a,— Q—1) (21 +1)a,_,. 


Die Werte fir 4=1 bis 10 sind in folgender Tabelle zu- 
sammengestellt: 
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192 
1002 

5 336 
28814 
157184 
864146 
| 4780008 


Oo mon S&S Oe & NW Se) = 


pes 
2) 


Aus 12. (6 a) folgt: 
Teale 2 \ OLE P (2) e\22% 
Yo(ia) =— = {Jo(@) logy — Teor) j3 
0 


fiir den Hauptwert von Y,(iz) ist nun 


; . 7 
log) 4; 
also findet man: 
oN 2 x y(t) a \2a : 
(5) Y, 42) =>=— a { T(x) log 9 on Ti (5) <= [8 Ty (2). 


0 


Hieraus erkennt man, daB &ie Besselsche Funktion zweiter 
Art, abgesehen von dem (—i)-fachen der Besselschen Funktion 
erster Art, auch eine reelle GriBe ist. Nach 16. (7a) kann man(5) 
schreiben: 

R 2 
(6) Yj(ix) =— 2 (0)—log 


1 gs} i 


Ae) 


wenn man setzt: : 
(—1)* Ja, (2) = Ip, (a); 
es bedeutet dann J, ,(x) eine positive GriBe. 


Das Integral, das in 11. fiir Y, gefunden wurde, kann fir 
rein-imaginiire Werte des Arguments nicht benutzt werden, da es 
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nur unter der Voraussetzung gilt, da8 x einen positiven reellen 
Bestandteil hat. Aber der Weg,’ der in 10. zu diesen Formeln 
fiihrte, wird auch hier eine Integralformel fiir Y)(éx) liefern. 
Dort hatte man gefunden, daB8 das Integral 


(7) y = a” et [c —y2 et 29 dy 


eine Lésung der Besselschen Differentialgleichung ist, wenn die 
Grenzen des Integrals Null, Eins oder eine Nullstelle von et???” 
sind. Ist nun »# auf der positiven Hilfte der imaginiiren Achse 
gelegen, so kann als Grenze + 00 gewihlt werden, je nach dem 
Vorzeichen von ix. Man erhilt so fiir » =O die Lésungen: 


—2x0 eu 
4; == 64 SS dv = SS du 
VYo—v? Vie 
und 
0 
22x 
é 
Ep eh ges ree eh 
Vo=2 
—o 
ey ent 
=—ie ss 
‘ Vv -+ v? 
foe} 
g—UX 
é 
ay z -du 
‘ Vur— 1 
Nun ist: 


also nach (2): 
yy = 0+ Iy(a) + Y- 


Es 1a8t sich nun zeigen, daB iy, + log «# fiir = O einen end- 
lichen Wert besitzt, den man folgendermafen findet. Hs ist: 


Ferner ist: 


log z= | (e-* — ore 
6 


Durch Addition erhalt man: 


i@y, + loge = ~[¢ ay} au 


= “fogs Ns ~) du. 


Setzt man nun x= 0, so wird das erste Integral rechts nach 
einer Formel von Dirichlet*) tibergehen in &(0), das zweite aber 
wird log 2. Denn es ist: 


ie Sa =) du = log (a+ Va?- ze =) — loga@ 
= log (1+ Vase) 


Lat man hierin a ins Unendliche wachsen, so erhilt man den 
angegebenen Wert. Also wird 


lim (iy¥,-+ log ©) = 0) = W(0) + log2 


oder es nihert sich ty,, wenn x verschwindet, dem Werte 


(0) — log ~ 


*) Sur les intégrales Eulériennes, Crelle Journ., Bd. 15. 


isi 


=~ we 
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Das allgemeine Integral der Besselschen Differentialgleichung 
AJ, + BY, nahert sich aber nach (1) und (5) dem Werte: 


2 x ; 
A + —(¥(0)—log 5) B&B, 
also ist 2- y, dasjenige Integral, wofiir 


v4 ; . 2 
Bee und a ce 


ist, d. h. 
en ba fesdenn , , oe. 
oder: 
(8) ¥. (i \ 2 (k Cm d . if ( ) 
Nie)! = —du — . 
o (ta) me es u— t1,(x 


Bezeichnet man den reellen Bestandteil von Y,(ix) mit Lo(«), 
so hat man aus (5), (6) und (8) die Beziehungen: 


te(e) =~ 3 [LC 005 — Drea (G) | 


y , 1 
(9) =~ [FO bg 5} L@)+ 5 Di 
9 —Ux ) > ua 
= - Ss =—e? SSS d 
a Vrs du me ; Vicen u 


Aus der letzten Gleichung erkennt man, daB L,(a) stets posi- 
tiv ist; fiihrt man im letzten Integral 2uw als neue Integrations- 
variable ein, so findet man: 


(10) D2) ae Ve e-? é cae 


und la8t man w unbegrenzt wachsen, so folgt: 


Ly(%) = _ Cae ee) 
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Wihrend also I,(”) mit wachsendem x unbegrenzt wiichst, wird 
Lo(2) = YoCie) + iIy(ix) 
mit unbegrenzt wachsendem 2 gegen Null konvergieren. Es be- 
ginnt L,(x) fiir 2 = 0 mit unendlich groBen Werten und nimmt 
bestindig ab, und zwar ist stets 
0G, 2 —2 
0 KE 2x é . 


Es sei noch erwahnt, daB aus (10) sich eine nach fallenden 
Potenzen von x fortschreitende, semikonvergente Reihe ableiten 
1aBt; man findet ahnlich wie in 14.: \ 


Ip(@) = V2.2 1 Se (A) 


RS ibe at Ie (h-8)? eo ; 

ed Or eo ea eae hes hala aee eas 

bricht man diese Reihe beim n-ten Gliede ab, so ist der Fehler 
kleiner, als das (m+ 1)-te Glied sein wiirde. 

26. Die Funktionen J) und Y) fiir «= (0, *). Wahit 


man # auf der Halbierungslinie des Winkels der positiven reellen und 


imaginiren Achse, setzt man also x = 9 (cos 7 Sata bsnl e 0 Vi, 


so ergibt sich aus 2. (7): 


i e\ta 
(1) Jy(oVi) Pas Lys Sis >Xe 1) Wet i) Ht (2441) 


Hs wird also in diesem Falle Jy) eine komplexe Zahl, deren 
beide Bestandteile aus (1) sich leicht berechnen lassen, sobald Q 
nicht zu groBe Werte annimmt. 

Aus 12. (6a) ae 


Y(eVi)=—= | Jo (@Vi) (log $ +5 log i) 
-S our ee "ah 


(2) 
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hieraus erhalt man fiir den Hauptwert von Y, durch Trennung 
des Reellen vom Imaginidren: 


log 2 — (22) 


eg i) ies 
Ea ae 


ae Pre) “TOLLED (2241) 
(3) : 


( ao 1) log 8 4242 
p 2 (e) A a 


7 o \44 
4200 ts 


Auf &hnlichem Wege wie in 25. lassen sich auch hier Inte- 
grale finden fiir beide Funktionen. Hs ist: 


(4) ya te fH ay 
& Vo—v 


eine Lésung der Besselschen Differentialgleichung fiir v = 0, wenn 
der Integrationsweg fiir v so gewihlt wird, daB et?*”” im Unend- 
lichen verschwindet. Ist nun 


x= o(cos®+ isin ®), 
so wird dieser Zweck erreicht, wenn man einfiihrt: 
(5) v=+u/(sin + i cos 4), 


wobei w simtliche positive reelle Werte zu durchlaufen hat. Wahlt 
man in (4) und (5) zunichst das obere Zeichen, so findet man: 


(6) we rie f (sin + 7 cos #) e248 du 
Y; F Vu Vain ® 4 ucos 29 + 1 (cos? —usin 29) 
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Setzt man nun: 


“cos (@ — ®) 
“u = —__—_,, 
sin @ 
so wird: 
cos? 
du = — =>, 
sin“ @ 
i 
i + weos 20 = —— |sin¢si = 29 — 1 
sin 9 + cos 26 = — — {sin @ sinw + cos (@ — #)(2cos Wy 
1 
= —— {200s"#- cos(w — #) — cos@ cosa} 
810 @ 
cose? 
= { Ss —2 == 
cma | C08@ + cos(@ — 2) — cosa} 
__ Cos cos(@ — 24) \ 
v; sin @ ? 
ferner: 
5 cost sin (o — 24 
cos ¢ — wsin 20 = A aud) 
81n @ 
und: 


e7 2U0 — er 20 Cos Fcotgw— 2osin a 


Fihrt man in dem Faktor vor dem Integral «= (0, ®) ein, So 
findet man: 


Lm 


9 
a 


eGo eas 


e-@ (sin F+Zcos F) 


Gy = : ——— 
: sine V cos (w — ) 
e 
0 


>< (sin & + 4 cos &) e— 20008 Feotsw qo 


n 
Soe 
at 


5D 5 @ — } 
sin > +? cos $) en Ae ee ee 


= V cos oe- (sin F + Z¢cos 7) a ee do 


e 
0 


oder, wenn man den reellen Teil @ cos ® der komplexen Zahl « 
zur Abktirzung mit € bezeichnet, so wird: 


Integrale ftir komplexe Argumente. 109 


+9 
in (te $) (e+ 2 
sina V cos (o — 9) 


(7) y4,=V cos @ e- 89 


£ 
a 25 cotg w do. 


0 


Abnlich ergibt sich bei Wahl des unteren Zeichens aus (4) 
und (5): 


: ; in ® + 4 cos) e~?"8 dy 
8 at ef (sin 
( ) Yo ; Vu 


Vu cos 29 — sin # — i(w sin 2% + cos @)’ 


und wenn man die Substitution: 


fe ee (a + &) 
Sie aesepliveye y 
ausfiihrt: 
Orc 3 @ ae oO 
(9) Yo = V cos > estas on (s+ =) is (E+ 2) = 25 cotgw Jo 
‘ sino Vcos (a+ #) 


4 

2 0 

3 

eee : ae 

’ Es ist nicht schwer, diese Formeln auf beliebige Werte von v 
: zu erweitern. 


3 Auf abnlichem Wege wie in 12. laBt sich zeigen, daB die 
F Grenzwerte fiir ein unbegrenzt wachsendes o lauten: 


p ,(c0) = VZ {e0s (w— %) — isin (n—)}, 


Yn (Oo) ye {cos (x — +) + ésin (v— 7). 


Vergleicht man hiermit die Grenzwerte in 12. (1) und (2), so 
findet man: 


es 
Jy(o, 9) = = (4.42), 


a 
00) = = (1-4): 
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Also folgt aus (7) und (9): 
a+ 

fi sin (+ +) 
_*__ jy(g,0)— tue f 
V/cos® _/ sine Vcos (a — #) 


0 


e7 2Ecotew Jw 


aS 
2 


* sin (+9) 
os ested em 2S cotaw yr 
e 


sin o Vcos (o + #) 
= 
+o 
@ 
+4) 7 5te9 / asain ro) 
sin Vcos (o — #) 


0 


(10) 


eo wla 


FS 
en 25 cotgw dea 


See 
2 


7) / @ 
. 08 (+ >) : 
— ested : : e- 28 cote J oy 
ea 


sino Vcos (@@+ 4) 
und: 


cos (é -- <) 


: en 28 cots dc 
sino V cos (a — #) 


1s ie too 
gre) ee 
0 


= 9 
cos (E + $) 
sina Y cos (@ + @) 


— gts? em 2Ecotgw Go 


» 


0 


~ Ein Integral fiir J,(e¢ V7). aba Yi 


= (11) : 7 +9 


° sin (e+ 5) 
mae e~ Ste 9 2 em 2cotgo qo 


sino V’cos (@—9) 
0 


Sos G 
2 


sin (¢ 4 +) 
= ests Neves Ores Ee em 26 cotgw de>: 
sin w Vcos (a + #) 
e 


0 


Um auf unseren speziellen Fall zu kommen, hat man hierin 


zu setzen und erhilt: 


neo sin Gates, 
a2 Jo(o i) eu 2) V2 e- CV 2 cote» Jog 


sino V/ cos o =| 
(o—F 


* 
3 4 
HOw sin (Ge = | 
sai Va RES Pye 
" od 
‘ sin @ V/ 00s ( 7) 
5 Sn 


ea ee oe 
NX i 


ie * cos Se, 
+ ite V2 y2 /__ ge V2 cotgaq 


@ 


0 or et) 
ee. V2. \y2 Tee 


2 ‘ sin @ Vos ( ++ 3 
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und: 


nV2¥,(0Vi) =e V2 


e— 9 V2 cots © | gy 


0 cos ce — wy 
= y2 2 = 
+ eV2 Sees V2 cots w do 
sina V cs ( at =) 
0 : 4 
n 


(13) 3x 


af etd) 
Se V2 ie sé ee V2 cotge J gy 
| i V cos 7) 
sin La or 


Q. * sin Gs _ =| . | 
ee) eV2 WV 2 : e-eV2 cots © (gy | y 


; nT 
Sin @ Vcs (© + =) 


Die in den Integranden dieser Formeln auftretenden Funktionen 
sind simtlich positiv mit Ausnahme der beiden Funktionen 


Q 


sin (i aS 2 ee Ga Zh =) . 


Abnlich wie in 28. lassen sich mithin Schliisse tiber das Vor- 
zeichen wenigstens der reellen Bestandteile dieser beiden Funk- 


tionen ziehen. Ist n&mlich an =<, so ist das Integral 


‘ v4 4 5 C : 
mit den Grenzen 0 und ve welches im Ziahler die Funktion Sinus 


enthalt, positiv; und ist §< 2, so ist das entsprechende Inte- 
gral mit den Grenzen 0 und ?2 positiv. Daher ist der reelle 


Bestandteil von Jo( oVi) positiv, sobald << $a ist. Man tiber- 
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sieht sehr leicht, daB dieser Satz sich verallgemeinern laBt. Ist 
nimlich 
§=ka+ 2, 

wo k eine positive ganze Zahl mit Hinschlu8 der Null und 
0 < &< 4m ist, so ist der reelle Bestandteil von J(o Vi) posi- 
tiv oder negativ, je nachdem k gerade oder ungerade ist. Zwischen 
§=(k+2)n und &=(k+1)m liegt allemal eine Nullstelle 
des reellen Bestandteils von JoleVi). 

Ebenso ergibt sich: Ist E< 4m, so ist der reelle pester 


teil von Y(o Vi) positiv; ist 


wo k und & denselben Bedingungen wie oben geniigen, so ist 
der reelle Bestandteil von Y, AG Vi) negativ.oder positiv, je nach- 
dem i gerade oder ungerade ist. Zwischen § = (k +4)m und 
(h+4)x liegt atlenal eine Nullstelle des Beaten Be- 
standteils von Y o(e Vi). 

Aus (9) ae man, daB innerhalb der Grenzen der Inte- 
gration e~§°°'s” kleiner ist als e587. somit sieht man, daB so- 
wohl der reelle als der imaginiire Bestandteil von y, dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als 


ma 
he es 


—Ecotem 
cose fee dw; 
V'c0s 8 ¢ sin @ Vos (@ + (@ + 4) ’ 


14Bt man hierin  unbegrenzt wachsen, so konvergiert dieser Aus- 
druck gegen Null. Somit findet man, daB allgemein das Integral 


A-¥,= B{J,(e,%) —7¥(e,9)} 


mit wachsendem o gegen Null konvergiert. 


27. Die Nulstellen der Besselschen Funktionen in ihrer 
Abhingigkeit vom Parameter. In den folgenden Nummern 
soll der Verlauf der Funktionen mit beliebigem Parameter ftir 
reelle positive Werte der Variablen skizziert werden; man wird 
ein einigerma8en vollstiindiges Bild vom Verlaufe derselben er- 
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halten, wenn man die Lage ihrer Nullstelien, ihrer Maxima, Minima 
und ihrer Wendepunkte kennt. Allgemeine Siitze tiber die genaue 
Lage dieser Punkte existieren nicht, und man muB sich begniigen, 
nicht zu weite Grenzen fiir deren Lage zu ermitteln und zu unter- 
suchen, wie diese Punkte sich verschieben, wenn der Parameter 
sich verandert. 

Dieser letzte Punkt soll zunachst ins Auge gefaBt werden. 

Durch Differentiation der Gleichung 5. (8) nach dem Para- 
meter v ergibt sich: 


d? (02 v?—1)\ Gz 20 
ale ih eo aoa 


Multipliziert man diese Gleichung mit ¢, 5. (8) mit ws und 


subtrahiert diese Gleichung von der ersten, so findet man: 


a? (<*) Oz d?z wy » 
dx? \Ov Oy dat @2® 


ae (3) Cz de rp eee 
dx\" dx\av re a 


Fiir zg kann man nach 5. (9) einsetzen: 


oder: 


Pee paren GYR 
a Ve Ty \) 


so daB man bei Benutzung der Abkiirzung: 


Olen” Na 
av '? gaan " 
erhiilt 
dif el ed , &Vad,)\ a 
a \ Vega Vev,) — Ver, — got = de 
oder 
1 F r 
= {#(J,V,'— V,J,)} = 25,8, 


folglich durch Integration: 


(1) [eV — Z,V,)| =2 auf 5,8(e) 


Jede Nullstelle wachst mit dem Index. 115 


Die entsprechende Gleichung gilt auch fiir die Funktion zweiter 
Art; die Grenzen a und b kénnen beliebig gewihlt werden, je- 
doch darf die Zahl Null nur als Grenze gewihlt werden bei Funk- 
tionen erster Art und wenn v > O ist. Auf diesen Fall wollen 
wir uns hier beschranken. 

Es sei a= 0 und b= %, wo @ eine Wurzel der Gleichung 


(2) J,(8) = 0 
bedeutet; dann folgt aus (1): 


9 


Ae Qv e da 
(3) V,(#) alee F J, 8) J, (a) Bake 


0 


Man kann nun in (2) die GréBe @ als eine implizite Funk- 
tion von v betrachten; nach bekannten Regeln wird alsdann: 


dt 


(4) ee Ost RO) 
und setzt man aus (3) in (4) ein: 
9 
de 2 1 On ae 
(5) ae worl (eae 
0 


Aus 18. (3), (4) und (5) erkennt man sofort, daB /, und 
ala nicht zugleich verschwinden kénnen, ebensowenig wie J, und 
J,_, oder J, und J,” 

Daher ist die im Nenner von (5) auftretende Grife J,/(@) 


stets von Null verschieden selbst also stets endlich und, wie 


dt 
> dy 
man sofort erkennt, immer positiv d. h. 

Jede einzelne Nullstelle der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter ist eine stetige 
Funktion des Parameters, die mit wachsendem Para- 
meter wichst. 

Derselbe Satz gilt auch fiir die Funktionen zweiter Art, doch 
ist sein Beweis erheblich schwieriger. 

Bezeichnet ¢ eine Wurzel von J,’(e) = 0, so folgt aus (1) 
nach derselben Methode 

: dé Qve 1 2 dx 
(6) Tan SES ION pela cas 


s* 
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Nun folgt aus Gleichung 17. (22a), daB ¢ gréBer sein muB als v, 
denn sonst wiirde deren rechte Seite negativ, die linke aber positiv 
sein. Daher folgt aus (6): 

Die Maxima und Minima der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter sind stetige Funk- 
tionen des Parameters, die mit wachsendem Parameter 
wachsen. 

28. Die Lage der ersten ausgezeichneten Stellen. Wenn 
der Parameter vy < 1 ist, so kann man die ungefiihre Lage der 
einzelnen Nullstellen auf demselben Wege finden, der in 28. fiir 
Jy (x) eingosehlzaen wurde. Aus dem Integral 11. (4) folgt: 

Ist v<4, so liegen die einzelnen Nullstellen von 
J,(x) zwischen (k+4)m und (k+1)m, wok alle ganz- 
zahligen Werte mit Hinschlu8 der Null annehmen kann. 

Die im Nullpunkte gelegene Nullstelle ist hier wie im folgen- 
den nie mitgerechnet. 

Ist 1 >v>4, so liegen die einzelnen Nullstellen 
von J,(a) zwischen km und (k+4)m, wo & alle ganz- 
zahligen Werte mit Ausschlu8 der Null annehmen kann. 

Solche einfachen Siitze tiber alle Nullstellen gelten fiir gréBere 
Parameter, die nun ausschlieBlich betrachtet werden sollen, nicht. 


Setzt man: 
_G e +22 


Jo) Die! ) Witte) = Sia, 


so folgt: 
ve es i yin es ton 
a, 4(A-++- 1) (+ 4+41)3 


dieser Quotient ist fiir jeden Wert von 4 ein echter Bruch, so- 


bald « <<2Vv + 1 ist. Fiir solche Werte von « ist daher J, (a) 
sicher positiv; ihnlich ergibt sich, daB J,’(x) und J,"(«) fir 
kleine positive Werte von # ebenfalls positiv sind. Es wird 
demnach vor der ersten Nullstelle von J,(«) ein positiver Maximal- 
wert und davor ein Wendepunkt dieser Funktion liegen. Nach 
den beiden in 27. bewiesenen Siitzen sind an diesem ersten Wende- 
punkt nicht nur J, und J,’ positiv, sondern auch J, a und J’ ys 
wo p eine positive Zahl bedeutet. 

Aus den Relationen in 4. lassen sich leicht folgende Formeln 
beweisen: 


Lage der ersten cuspereichueten Stellen saa 


Led 


ve = Le? — oy — 1), +,” 
x re eg = v(v? — 1 — 2?) J, — a (v + 1S. 


Nach der eben gemachten Bemerkung ergibt sich aus diesen 
Gleichungen, wenn man J” = 0 setuzt: 


Die erste Nullstelle von J,” liegt zwischen Vv(v—1) 
und Viv +1) w=). 
Ebenso folgt aus den Hauptformeln in 4.: 
Fyyo— [20 41— a8] J,— 2e(v $1)7, 
und hieraus durch Differentiation mit Riicksicht auf 2. (1): 
es eae = 2(v + 1) [a — v(v 4 2)] J, 
— aw |x? — 2(y + 1) (v + 2)] ee 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 
Die erste Nullstelle von J, liegt zwischen V»(v +2) 
und V20(v +1). 
Aus 4. (6) folgt, wenn man p = 3 und vy + 1 an Stelle von 
v setzt: 


& Jy .4= Aut 2) 201) 3) a im y+1 


— {4(v4+ 2)(v4+ 3)— 27 }aJ,. 

An der ersten Nullstelle von J, mu8 die erste geschweifte 
Klammer positiv sein; da ferner diese Nullstelle nach der ersten 
von J, liegt, so fale 

Die erste Nullstelle von J, liegt zwischen Vv (v +2) 
und 7) (v+1)(v+ 3). 

29. Die Lage der héheren Nullstellen von J,. Es ist 
bisher nicht gelungen, thnliche einfache Grenzen fiir die zweite 
und die nichstfolgenden Nullstellen fiir gréBere Werte des Para- 
meters v anzugeben; fiir die Lage der héheren Nullstellen dagegen 
lassen sich ziemlich enge Grenzen angeben, und zwar mit Hilfe 
der semikonvergenten Entwicklungen in 14. 

Es lat sich nimlich zeigen, daB die dort mit P, und Q, be- 
zeichneten Funktionen stets positiv sind, sobald das Argument x 
eine bestimmte GréBe tiberschreitet. Schreibt man: 


(1) Pia) = y's 1)*a, ah Bes 


4350 
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in der Form: 

Pe (dy aE (a — dy) + (a4 — G) +... 
so wird P, positiv sein, wenn jede Gruppe positiv ist, also wenn 
der Quotient a kleiner als 1 ist, zunichst abgesehen vom Rest 


IRS Es ist aber nach 14. (8): 
Sire Lek (245) Os es 


a; ~~ 4224+ 1) (24+ 2) 
und speziell: 
ras (eee arate 
(Uo 8a? 


Aus diesen Gleichungen sieht man, da’, wenn pes 1 ist, der 


a: 
Bruch es < 1 sein wird, sobald die Faktoren im Ziahler positiv 
d 
sind und auch sicher dann noch, wenn nur der erste, aber nicht 
mehr der zweite Faktor positiv ist, d. h. wenn: 


ey 


ist. Wenn alle Glieder der Reihe (1) abwechselndes Vorzeichen 
haben, und wenn man vom Reste ahsehen diirfte, wiire P, positiv, 
sobald: 


(2) 82 > (7H OH) 
ist. Die erste Bedingung kann man stets erfiillen; denn nach 


14. (6a) mu8 fiir den Index des letzten Gliedes a,, die Bedingung 
erfiillt sein: 


vy 5 
m > a Ears 
Die erste ganze Zahl, die gréBer ist als = — ae ist kleiner als 
MY 5 : 
Baie x (von dem Grenzwert, daB — — 7% selbst eine ganze Zahl 


ist, os abgesehen werden, weil cask die Reihe (1) von selbst 
abl bricht). Daher Puaneninn ree wiihlen, daB: 


(3) y—$<24nm<9—4 


Das Vorzeichen von P,,. ai 


ist. Bei solcher Wahl von m folgt aus 14. (6), daB simtliche 
Glieder von P, alternierendes Vorzeichen haben, und daB 


Beet <2 | Gn ie 


sobald # der obigen Ungleichung gem&8 gewahlt wird. 


Ist nun m gerade, so ist a,, positiv und daher 


if 
Bn, = | Ri +1 | 
auch positiv, also ist in diesem Fall P, positiv. Ist aber m un- 
gerade, so hat man zu untersuchen, ob 


Gt ae Om a [el 


positiv ist. Dies ist sicher der Fall, wenn 


An 4 cas 20 


positiv ist, und es soll daher diese Differenz ins Auge gefaBt 
werden. Versteht man unter ¢ einen positiven echten Bruch, so 
hat man nach (3) zu setzen: 


1 1 
eo pomte oder v— =~ =2m+2¢. 


Aus 14. (6) folgt alsdann: 
(4m + 2¢ — 2) 1 \2m—2 
Gre om = Thom 2) Mes +9) (, A 


217(4m + 22) (= ie 
IT2m I12¢ 2a 

IT(4m + 2¢— 2) 

~ TI2mTI2e(2x)2m 


— 2{4m 4+ 22) (4m+ 2e—1) (2e +2) (Qe+1)}. 


{2m(2m — 1) 42° 


Fiihrt man in der geschweiften Klammer fiir 2 den kleinst- 
méglichen Wert durch die Gleichung: 


oe 4) (e” 4) 
= (2m +2e—1) (Qm+2e) (Qm+ 2e +1) (Qm +2 +2) 
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ein und setzt im Minuenden « gleich 0 und im Subtrahenden ¢ 
gleich 1, so findet man als Bedingung dafiir, daB die Differenz 
positiv ist: 


m?(2m — 1)?(2m + 1) (m+ 1) > 12 (2m +4 1) (4m +41). 
Dies ist sicher der Fall, wenn: 
m?(2m — 1)? > 48, 


und diese Ungleichheit ist fiir m= 3 schon erfiillt; da nur un- 
gerade Werte von m in Betracht kommen, so ist allein der Fall 
m=1 ausgeschlossen, d. h. die Parameter vy von 24 bis 44 
fallen nicht unter diese Betrachtung. 

Eine leichte Spezialuntersuchung, die hier tibergangen werden 
soll, lehrt, daB die folgenden Ergebnisse auch ftir diese Parameter 
Geltung behalten. Hierdurch ist nun gezeigt, da F, positiv ist, 
sobald die Bedingung (2) erfiillt ist. 

Fiihrt man dieselben Uberlegungen fiir Q, durch, so findet 
man, daB @, positiv ist, sobald 

2 Figen 2 2 
242° > (» = 7) (v — =), 
und diese Bedingung ist sicher erfiillt, sobald (2) ertiillt ist. 

Die Funktionen P(a) und Q(z) sind positiv, sobald 
die Bedingung (2) erfillt ist. 

Aus diesem Satze und den Gleichungen 14. (2) ergibt sich, 

2y—1 


daB fiir solche Werte von 2, wofiir sin (2 — res x) und 


2 — = 2 
COs (« fee ' E n) gleiche Vorzeichen haben, eine Nullstelle von 


J, nicht existiert, sondern nur fiir solche Werte, wofiir beide 
Funktionen entgegengesetztes Zeichen haben. Dies tritt ein, 
wenn das Argument der trigonometrischen Funktionen zwischen 


(2h + ls und (2h + 2) = liegt, worin k eine beliebige ganze 


Zahl bedeutet. Setzt man diese Grenzwerte ein, so findet man: 
Sobald die Bedingung 


se? > (0?) 9) 


erfiillt ist, liegen die Nullstellen von J, in den Inter- 
vallen von 
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p= (2k +» +4)% und x= (2h tu+s)%, 


worin k& eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 

Ist im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
héheren Nullstellen in den Intervallen zwischen (k + +)a und 
(k + )m; ist v eine ungerade ganze Zahl in den Intervallen 
zwischen (k — 4)m und (k + 4)7z. 

Ebenso findet man: 

Sobald die Bedingung 


Ba? > @? — 4) (0? — ¥) 


erfullt ist, liegen die Nullstellen von Y, in den Inter- 
vallen von 


4 


Be una 23 (ne DS 


worin k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 

Ist im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
héheren Nullstellen in den Intervallen von (k—4)z bis (k + 4)x; 
ist v eine ungerade ganze Zahl in den Intervallen von (k + +)x 
bis (k + })x. 

Aus diesen Ergebnissen in Verbindung mit denen der letzten 
Nummer erkennt man, daf die Gestalt der Kurve, welche die 
Funktion J, darstellt, fiir gréBere Werte des Parameters wesent- 
lich anders aussieht als fiir kleine Werte. In Fig. 3 ist die 
Kurve fiir J, gezeichnet. Es besitzt nimlich die Kurve nicht von 
Anfang an die Wellenform, sondern sie steigt zuerst ganz all- 
mihlich zu einem Maximum an, das bald nach der Stelle x = v 
eintritt, dann erst nimmt sie Wellenform an, deren Knotenpunkte 
fiir créBere Werte des Arguments in Abstiinden aufeinander folgen, 
die sich der Grenze a nahern. 

DaB auBer diesen reellen Nullstellen die Funktion J, keine 
komplexen besitzt, erkennt man folgendermafen. Setzt man 
x = (0, ®) in 2. (7) ein, so findet man: 


0 \24 ce 
($) (cos 20% + ¢sin 22) 


Q Jy DEA. 3 ee 

(4) gv e | (— 1) TTA (1 (v + 4) ek 

und setzt man den konjugierten komplexen Wert (0, — ®) ein, 
so erhalt man statt (4) den konjugierten komplexen Wert. Existiert 


122 V. Verlauf und GréBe der eesnen Funktionen. 


daher eine komplexe Nullstelle « von /J,, so ist auch der zu a 
konjugierte Wert 8 eine Nullstelle von Fe, Multipliziert man 
diese Zahlen « und 6 mit derselben positiven Zahl x, so bleiben 
sie konjugierte Zahlen, und das Produkt J,(ax) J,(Sm) ist eine 
positive reelle Zahl, weil es das Produkt zweier konjugierten 
komplexen Zahlen ist. 

Wiirden nun @ und # ein Paar konjugierter komplexer Null- 
stellen von J, sein, so wtirde die linke Seite von 17. (21a) von 
Null verschieden sein, wihrend die rechte Null ist; daraus folet: 

Die Funktion J,(v) besitzt keine komplexen Null- 
stellen. 

Die Gleichung 17. (19) kann man schreiben: 


t= (sak — (02+ (25, 40) 
++ (13) af: 


Ist nun « > v V2, so sind simtliche vier Summanden der ge- 
schweiften Klammer positiv; da die linke Seite fiir vy > 4 auch 
positiv ist, so muB sein: 


cok 
ee 
Da dieselbe Integralgleichung fiir Y, gilt, so erhilt man: 
Ist s>vV2 und v> #4, sv ist sowohl 


| 4 E wis 
| J, Bets als auch 2 \¥o4 ba Fae 


Bedeutet w in 17. (19) eine Nullstelle von J,, so geht die Gleichung 
tiber in: 


Ahoy Tl 2 du 4 "9 4 2 
—————— q —=—_- = —— i) -=— — — & a 
J, (w) ue x 2(/,) ax 255 
x 
4 2 
porn pouty 


also : 
Ist J,(%) =0, so ist sowohl |J,_;1, |J,,,| als auch 


, 2 
J, | ball ae pi und ist Pg so ist sowohl |¥,_,], 


|Y,4i| als auch Reet 
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Mit Hilfe dieses Satzes folgt nun aus 18. (3) oder (4): 
Ist J,(%) = 0, so ist | Y:| See und 4st Y (2) = 0, 


so ist | J, | 2 


Aus diesen letzten Siitzen sieht man, daB die Kurven, die J, 


und Y, fir positive reelle Werte von «> vV2 darstellen, 
zwischen den zwei im Unendlichen zusammentreftenden, gegen die 


E 3 : 4 
Abszissenachse symmetrischen Zweigen der Kurve vy? = pele 


Qi 


laufen; da dagegen die entsprechenden Zweige yon xy? = 


an bestimmten Stellen, wie groB auch das Argument werden mag, 
- tberschritten werden, wie dies in Fig. 3 zu erkennen ist. 
Die Funktionen J und Y, deren Parameter kleiner als 4 sind, 


verlaufen zwischen den Zweigen der Kurve xy? = S , ohne sie zu 
treffen; jede Welle der Funktionen J, a und Y beriihrt diese Zweige, 


und jede Welle der Funktionen mit gréBerem Parameter durch- 
schneidet sie. 
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‘30. Zusammenstellung der wichtigsten Formeln, Das 
allgemeine Integral der Besselschen Differentialgleichung: 


1 
2. (1) e oo to + — v*)y = 0 
lautet: 
11. (6) Y= 6,, + GY. 
4, (1) Meare Soyo 
4. (1a) Ip =— dj. 
2 
4. (2) dy iy, pe =e ate 
3. (3) Joe = (— Ube 


Die nimlichen vier Formeln gelten fiir die Funktion Y. 


12, (4) Y,(«) = ——J_,(a) — cotg vxJ,(a). 


sin v7 
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12. (4a) ¥ 4 4(%) = (=D ay @): 
13. (3 YJ; —IyYi=. 
13. (4) ¥,J,-1—4,¥,4 ==: 
= shy v+22 

se J,(@) ane ate) ; 

~om(!—resty traegeeo— 
2. (7a) Ta) 1st eg aa 4 = " 
eC) bo) = stats oo 6 sree 
7.34) Js (a) aa To - sina. 


co) Ce 1) —v+2Z 
3. (1) J_,(a) = yee ee ) 


7.(3) a (a) -//2. —+ COs a. 


IinTI(— « ae 
16. (5) Fare — Tngec0tgen +5 > A OHO 


12. (6) Y,(2)=—=J, (2) log S ir le 1p SO OED (Oe 


ri cme Ze eee 


9 


16. (7) Y= =a B(n) — log lI + pass erases n+2a > 
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1 wna —4)/2\2 
a) ere ae ee Jn—i-} 
oN , PO) (2? 
12. (6a) Y,(«) =— =| Iya) og — S(-2) mls) |. 
0 


12. (6b) + ¥,(2) = 
ee Gy Bh ey 5 @ Gar (s) +7 


16.(7a) Y,(x)= “| B(0)—log 5 | Foe) += Se) 


J,(x) -V2(2,@ sin (« — =? =n) + Q(x) cos (« 264 eS y 


14, (2) 


Y (2) = ye ei P,(2) cos (x 


7) — Q, (a) sin (~— te 


. , H@+%a—) (1%, G, 
14. (6) P, («) = >> Ge 1)" Fen) ENS Ny ee, 4) (; -) +R m+) 
4=0 


wo: 

/ , (vy + 2m -+ 3) af OL ot 
(6a) Pee eae Ges oe) 
fiir: 


2m >v— $- 


12. 3? 1232752 ..72 5 Pas eda oat ba) 
21 (ea)? t 4! (8a)4 6! (8x)° 


142.6) P, (x)= 1 


. (y+ 24 +4) 1 \ ee 
14. (7) AG =e 1) et D My — 219) (5) a doneralie 
A=0 


wo: 

3 Hy + 2m + §) Lets 
(7a) [Sm +1] <are74 3) Hw = 2m 3 Bice) 
fiir: 


Pell 
2n > 1 ¥ 
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1 £2 giahe , 4213225792 


BELO) o(?) = 7 tae a emer BR ae 

12. (1) J,(#) = Vea - sin («— a x) ee 
} jee 2v—1 

12. (2) Yi (a) = | cos Z = 7-7) ioe 


peas , PO+i (ater, 
12. (5) =I, ae -Se 1 rae tale) 


Ber 


x be 7 2 
15. Oe = {log < ee P(r) J,(a) +> eee: 13 ae mcd v+2u 
“eel 


Be ey. >> > @ + 22) (y+ 4—1) 5 


2 na v42a 
A=0 ‘ 
15. (8) (oe 
0 
15. (5) sina = 2 S(—1)'Jg, 5 (a). 
A=0 
15. (6) cos = Jy(x) + 2 S$ (— 1)'Ip,(2). 
24=0 


BON) Fy) = SF, OF) 
20. (5) Ine +9) = Ty Iol9) +2 S- TOY) 
20. (4) Yi (a@+y) -3 Y,_ (@) J, (y). 
20. (6) ¥,(e +y) = Yo(a)In(y) + FOX: 1), (a) J,(y). 


2 


eS 


Pye kee Say ~ (EF) Fai) 


A4=0 


)s 


)- 


(2). 


dauane. betas ay : 197 


21. (5) “ J, (zy) = 


= Se, oni v+1,y’). 


Jo(xy) = Io(a) + 2 SJe,(z) Fl, oy Lea) 


21. (5a) ‘ or, 
[eeu — 9 S214 Yr FO+ 1, —2,2, 99) 
i=0 
J (@) = vreamal — u*)’-* cos eudu, 
6. (13) 
Ze = ee Bik — u®)’-2 cos wudu. 
J,(@) = eee cos (x cos @) sin?’ ada 
ee Ve eee es 
. 0 
6. (14) a 
2 
2 oe” 


= cos (4 cos w) sin?” ada. 
Vx 2° 1I(v — 4 ( ) 
0 


1 
Yor tt 1 ES : ;— 
9. (1) J, (x) -($) aoe lle —uyK1S, (xVu) du, 
0 


unter der Voraussetzung, daB w > —1 und v > uw ist. 


nt 
2 


v4 : 2y¥—1 
2” ay , “ee ee («— > °) —2xcotgw 
1. (4) J.) = Vall D. gaat e do. 
Hy, 


0 
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7 


8. (1) J,(%) = = [cos (z sina —no)do. 


0 
® 
8. (2) Tye = = fess (x cos @) da. 
0 


*( 4 
& 
2 
8. (3) Jy(x) = — [cos (w sin oS) do = — of cos (x sin @) da. 
y 
mf 
2 2 
* cos’? @ cos sido 
Cigar a “( = 2 0) —2xrecotgm 
11. (5 Y (2)-= —= = 6 eae 
( ) a ) Vx(v —4) / sin?’ tl @ “ 
e 
0 


: PING eet 
AT =(25) rip pope (v>0) 


J, (a) dx IT(k — 1) ee: 
17. (26) Gee QR +1 Ty i) y» 8 
: Vek 


17. (11a) fre J OE a al = sin (v — “> = ITI y + 2d Sg 


ax 


17. (1 1 b) | ag (w) Va w= =- —e = sin (v aa 1) oar Yy+ Yx Yi, 


tt 


17, (11¢) ‘fror, (u) t= + | ® cos(v—p) 2a VS, + adn Yi 
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4p? — Sf nos 


“ea 0) ea (aI ah Se + 2(J,)? + 2 (1 —*,) 7,3} 


~£-((b-42)'#09'+3(1-3)9 


Genau die entsprechende Formel gilt fiir Y,. 
17. (21a) (a? — g%) f wd, (ax) J,(Ba)da = 
0 
= BI,(«)Iv(B) — Jy (B)In(a), 
17. (21¢) (a? — ea ad, (ax) J,(Bx)da = 


ae See ,(B) J, .1(@) — Bd, (a) F,41(8), os a) 
17, (210) (e® — pf 12, (02) Y, (6x) da — 
—=(5) +4¥,()F,41(@) — BF, (a) ¥, 41 (6). 


1 


17. (22a) 2 | uJ,?(xu)du= eas Jy7(x) + (JF; (@))*, > 1) 
¥ x 


0 


17. (22b) 2 f wd (ew) Y, (cuydu = =+ (1-4) J, (aw) ¥, (a) 
: 4+ File) Vila). 
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